Wtasno$é¢ Darboux feat. zadania od CKE, 22.04.2026

Teoria.zip:

Definicja. Funkcja f ma wlasnoéé¢ Darboux, gdy dla kazdych u < v nalezacych do jej zbioru wartosci
oraz y € (u,v), istnieje x takie, ze f(z) = y. Innymi stowy, zbiér wartosci f jest przedzialem (otwartym
lub domknietym, ograniczonym lub nie).

Twierdzenie. Kazda funkcja ciagta f : I — R, gdzie I C R jest przedzialem, ma wlasno$¢ Darboux.

Uwaga. To samo tyczy sie funkcji ktorych dziedzina jest spdjny podzbiér R™. Dla naszych potrzeb
wystarczy mocniejsze zalozenie - tukowa spdjnosé. Zbior X C R"™ jest tukowo spdjny, gdy dla kazdych
p,q € X istnieje taka funkcja ciagla v : [0,1] — X, ze v(0) = p oraz y(1) = q.

6.0. Udowodnij, ze réwnanie x = cosx ma doktadnie jedno rozwiazanie.

6.1. Funkcja f jest okreslona wzorem

V2z

_ —x—1
5y 0

f(z)
Udowodnij, ze f ma co najmniej jedno miejsce zerowe w przedziale (0, 3).
6.2. Funkcja f : [—1,3] — R jest okreslona wzorem
flz) =2* — 223 4 2% — 1.

Zmnajdz zbiér wartosci f.

6.3. Wykaz, ze réwnanie ¢ — 723 + 922 + 87 — 2 = 0 ma w przedziale (—2,2) co najmniej dwa rézne
rozwiazania.

6.4. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f : R — R okreSlonej wzorem f(x) = %ﬁ_l

6.5. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania

4
log,(z 4+ 1)* =3+ 3 logy(z + 1),

6.6. Dla jakich n istnieje ostrostup prawidlowy n-katny o polu podstawy réwnym polu Sciany bocznej?

6.7. Udowodnij, ze jedli p jest wielomianem nieparzystego stopnia, to réwnanie p(z) = 0 ma przynaj-
mniej jedno rozwigzanie w R.

6.8. Udowodnij, ze dla a < b, kazda funkcja ciagta f : [a,b] — [a, b] ma punkt staly, tzn. istnieje takie
¢, ze f(c) =c.

6.9. Udowodnij, ze réwnanie tg z = x ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

6.10. Udowodnij, ze jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla oraz jest rézniczkowalna na (a, b), to funkcja
/" ma na przedziale (a,b) wlasno$é Darboux.

6.11. Udowodnij, ze dla f : R — R ciaglej, réwnanie f(z) = r ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnanie f(f(x)) = x ma rozwiazanie.



6.12. Funkcja f jest ciagla na przedziale [1, 8] i spelnia warunek f(8)— f(1) = 3. Udowodnij, ze istnieje
takie z, ze f(2z) — f(x) = 1.

6.13. Liczby aq,...,a10 leza w przedziale [2018,2020]. Udowodnij, ze istnieje takie z € R, ze
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Z |z — a;| = 10.
j=1

6.14. Niech funkcja f bedzie taka, ze jej wykres powstaje z obrotu wykresu funkcji sin o 45° dookota
punktu (0,0) przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Traktujac ja jako dana, znajdZ ogdluny wzér na
rozwigzanie réwnania  — sinx = a z niewiadoma x i parametrem a.

6.15. Niech P bedzie wielokatem wypuklym na plaszczyznie. Udowodnij, ze istnieje na tej ptaszczyznie
taki uktad wspoétrzednych, ze przeciecie kazdej é¢wiartki z P ma pole doktadnie i|P|.

6.16. Funkcja f : R — R spelnia réwnanie
fle+D)f(x)+ f(x+1)+1=0

dla kazdego z. Udowodnij, ze f nie jest funkcja ciagla.

6.17. Niech u,v,w, @,9,%w beda dwoma liniowo niezaleznymi ukladami wektoréw w R3 (tzn. kazdy
sklada sie z wektor6w nielezacych w jednej plaszczyznie). Uklad u, v, w jest dodatnio zorientowany (tzn.
(ux v | w) > 0),auklad @, v, W jest ujemnie zorientowany (tzn. (@ x ¥ | @) < 0). Udowodnij, ze nie istnieja
takie funkcje ciagle f,g,h:[0,1] — R3, ze f(0) = u, g(0) = v, h(0) = w, f(1) =4,9(1) = ¥, h(1) = ¥ oraz
dla kazdego t € [0, 1], uklad f(t), g(t), h(t) jest liniowo niezalezny.

6.18. Udowodnij, ze funkcja [—1,00) 3 z — ze® € [—1/e, 00) jest bijekcja. Funkcja W do niej odwrotna
nazywa sie funkcjg W Lamberta. Wyraz w jej terminach rozwiazania réwnan z% = a, v =a,z—27% =a.

Twierdzenie. (Sturm) Niech p bedzie wielomianem w wspélezynnikach rzeczywistych bez pierwiast-
kéw wielokrotnych. Zdefiniujmy rekurencjnie cigg wielomianéw pg, p1, pa, ... tak, ze pg = p, p1 = p’, oraz
—Dj+2 jest reszta z dzielenia p; przez pj41. Dlat € RU{—o00, 400}, przez V (t) oznaczmy liczbe zmian zna-
ku (nie wliczajac w to zer) w ciagu po(t),p1(t),. ... Woéwezas wielomian p ma w przedziale (a, b] dokladnie
V(a) — V(b) pierwiastkow.

6.19. Wyznacz liczbe pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu
z* — 102% + 342® — 50z + 25

wigkszych od 1.

Zadania pochodza z serii ksiazek A. Neugebauera Matematyka Olimpijska, materialéw CKE, forum artofproblemso-
lving.com, materiatéw z zaje¢ Deltaklubu w Plocku oraz folkloru.



