Niezmienniki, 13.05.2026

9.0. Na precie dlugosci 1 m (tzn. odcinku dlugosci 1) znajduje sie n mréwek (tzn. punktéw material-
nych). Kazda z nich porusza sie z szybkoscia 1 cm/s w prawo lub w lewo. Kiedy dwie mréwki miatyby sie
zderzy¢, kazda z nich zmienia zwrot, w ktorym sie porusza. Kiedy mréwka dojadzie do ktéregos z koncow,
zostaje zjedzona przez mrowkojada. Czy istnieje taki poczatkowy uktad mréwek i zwrotéw ich predkosci,
ze po 2 minutach zostanie przy zyciu przynajmniej jedna mréwka?

9.1. Na tablicy napisano liczby 1,2,3,...,19,20. Jedna operacja polega na wybraniu dwéch liczb,
zmazaniu ich i napisaniu w ich miejscu liczby a+b— 1. Jaka liczba pozostanie na tablicy po 19 operacjach?

9.2. Zadanie jak wyzej, ale ab+ a + b w miejscu a +b — 1.

9.3. Dana jest tablica n x n $wiatelek (po polsku: LED matrix), z ktérych tylko lewe gérne jest
wytaczone. Czy da sie, stosujac pewng liczbe razy operacje przelaczenia wszystkich swiatelek w jednym
wierszu lub jednej kolumnie, doprowadzi¢ do stanu, w ktorym wlaczone sa wszystkie?

9.4. To samo zadanie, ale zaczynamy z wylaczonymi Swiatetkami w czterech rogach.

9.5. Skoczkiem na sterydach nazwiemy firgure szachowa poruszajaca sie o jedno pole w jednym kie-
runku i 3 pola w drugim. Czy skoczek na sterydach moze w pwnej liczbie ruchéw przejsé z d4 na e4?

9.6. Czy zwykly skoczek moze przej$é przez wszytskie pola szachownicy 4 x n dokladnie raz i wrocié
do poczatkowego?

9.7. Jaka jest najmniejsza liczba ruchéw potrzebna, ab zwykly skoczek przemiescil sie z naroznika
szachownicy n x n do przeciwleglego naroznika?

9.8. Na tréjkach liczb (a,b, ¢) mozemy wykonywaé operacje polegajaca na wybraniu dwéch z nich -

niech beda to z, y - i zastapieniu ich przez %, L\;; Czy mozna po pewnej liczbie operacji z (1, V2,14 \/5)

uzyskaé (2,v/2,v/2/2)?

9.9. Na tréjkach liczb (a,b, ¢) mozemy wykonywaé operacje polegajaca na wybraniu dwéch z nich -
niech beda to z,y - i dodaniu do trzeciej z nich g(x — y), gdzie ¢q jest pewna liczba wymierna. Czy mozna
po pewnej liczbie operacji z (O7 1, \/5) uzyskaé (O, 2, \/5)7

9.10. Doom Slayer walczy z hydra o 777 glowach. Moze uciac jej 67 gtéw mieczem, ale odrosnie jej 487
gltow. Moze tez strzeli¢ do hydry z granatnika, niszczac 1337 gléw, ale odrosnie jej wtedy 77, a ponadto
granatnik przechodzi tryb uspienia, gdy hydra ma mniej niz 1337 gtéw. Czy Doom Slayer, majac dowolnie
duzo czasu, moze pokonaé¢ hydre?

9.11. Na podlodze stoi 10 wiader z kamieniami. W jednym ruchu mozemy wybraé 7 wiader i dorzucié
do kazdego z nich jeden kamien. Czy mozna w ten sposéb doprowadzi¢ do wyréwnania liczby kamieni? Co
jesli zastapimy 10, 7 przez a,b dla a > b7

Offftopic:

9.12. Udowodnij, ze dla kazdego n € N istnieje dokladnie jeden wielomian P stopnia n o wspolczyn-
nikach rzeczywistych taki, ze P(0) = 1 oraz funkcja = +— (1 + 2)P(z)? — 1 jest nieparzysta.

9.13. Oblicz 3277 -

9.14. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich p,q speliajacych p + ¢ = 1 oraz liczb naturalnych n,m
zachodzi nieréwnosé¢ (1 —p™)" + (1 —¢*)" > 1.
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