Teoria liczb, 03.06.2026

12.0. Niech a, 8 > 0. Udowodnij, ze «a, 3 sg liczbami niewymiernymi spelniajacymi é + % =1 wtedy
i tylko wtedy, gdy N jest suma rozlaczng zbioréw {|na] :n € Ny} oraz {[nf] :n € Ny}

12.1. Udowodnij, ze jedli n € N oraz n > 2, to n nie dzieli 2" — 1.
12.2. Udowodnij, ze jedli n € N |, n > 2 oraz n jest nieparzyste, to n nie dzieli 3" — 1.
12.3. Udowodnij, ze dla kazdego n € N, zachodzi
916 _ 9t | pl6 _ pt,
12.4. Udowodnij, ze jesli {7'1, e ,rw(n)} jest zbiorem wszystkich liczb < n wzglednie pierwszych z n,

to
T1c o Tym) =1 (mod n),

gdzie reszta —1 wystepuje dla n réwnych 2,4, p* 2p* (p - nieparzysta liczba pierwsza, k € N, ) a 1 dla
pozostalych n.

12.5. Liczby caltkowite b, aq, ..., asy spelniaja rownosé
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Udowodnij, ze iloczyn bag . ..asy dzieli sie przez 23.

12.6. Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi
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12.7. Danych jest m ciggéw arytmetycznych dwustronnych, tzn. postaci (at +b),.,. Udowodnij, ze

jesli kazde dwa z nich maja wspélny wyraz (tzn. element zbioru wyrazéw), to wszystkie maja wspdlny
wyraz.

12.8. Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi
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12.9. Niech i(n) bedzie iloczynem wszystkich dzielnikéw liczby naturalnej n. Czy funkcjai: N — N
jest réznowartosciowa?

12.10. Niech f : (0,00) — R bedzie funkcja spelniajaca f(z) = 0 dla = € (0, 1). Udowodnij, ze jesli

x x
Fa) =Y f(5) to f@ =3 uhF (7).
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12.11. Udowodnij, ze réwnanie x? + 4 = 3® nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych.
12.12. Udowodnij, ze réwnanie 2 + y? = 322 nie ma rozwigzan w liczbach calkowitych.

12.13. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele poteg liczby 2008, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepuja kolejno cyfry 2,0, 0, 8.

Zadania pochodzg z serii ksiazek A. Neugebauera Matematyka Olimpijska, ksiazki Mathematical Circles autorstwa D.
Fomina, S. Genkina i I. Itenberga, forum artofproblemsolving.com, materialéw J. Bednarczuka oraz folkloru.



