Wielomiany, 10.06.2026

13.0. Znajdz wszystkie wielomiany f takie, ze xf(x — 1) = (z + 1) f(x) dla kazdego x.
13.1. Udowodnij, ze istnieje wielomian f € Z[x] taki, ze dla 0.1 < x < 0.9 zachodzi | f(z)—0.5| < 0.001.
13.2. Znajdz wszytskie liczby niewymierne x takie, ze 22 + 2x oraz 23 — 6z sa liczbami wymiernymi.

13.3. Znajdz wszystkie wielomiany f o wspélczynnikach catkowitych takie, ze dla kazdego n € N
zachodzi f(n) | 2™ — 1.

13.4. Udowodnij, ze jesli f € R[z] oraz f(x) > 0 dla kazdego z, to f = u?+v? dla pewnych u,v € Rx].

13.5. Dodatnie liczby wymierne a,b spelniaja réwnosé a® + 4a?b = 4a® + b*. Udowodnij, ze liczba
va — 1 jest kwadratem liczby wymierne;j.

13.6. Znajdz taki wielomian ¥ € R[p,q,r], ze dla kazdych p,q,r € R warunek ¥(p,q,r) > 0 jest
réwnowazny z tym, ze t3 — pt? + qt — r ma 3 pierwiastki rzeczywiste (z krotnosciami).

13.7. Wielomian f € Z[z| spelia f(m) > m dla kazdej liczby naturalnej m. Niech a; = 1 oraz
an+1 = f (an). Ponadto dla kazdej liczby d € N istnieje takie n, ze d | a,. Udowodnij, ze f(z) =z + 1.

13.8. Udowodnij, ze jesli jeden z 3 pierwiastkéw wielomianu az® + bz + ¢ € Q[x] jest iloczynem dwéch
pozostalych, to jest liczba wymierna.

13.9. Liczby catkowite a, b, ¢ sa parami rézne oraz n € N . Udowodnij, ze liczba
a” b "’

@=0a—a  G-ab-0  (c-a-b

13.10. Znajdz wszystkie wielomiany W o wspolczynnikach rzeczywistych o nastepujacej wlasnosci:

dla dowolnych a, b, ¢ bedacych dlugoéciami bokdéw trojkata i dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z o sumie
0 zachodzi nieréwnosé

e Z.

W(a)yz + W(b)zx + W(c)xy < 0.

13.11. Znajdz wszystkie wielomiany f € Z[n] takie, ze dla kazdego n € Ny, liczba f(n) jest podzielna
przez sume wszystkich dzielnikow n.

13.12. Wielomiany moniczne f,g € R[z]| spelniaja f(f(z)) = g(g(x)) dla kazdego x. Udowodnij, ze
f=g

Offtopic:

13.13. Dla jakich n istnieje takie kolorowanie wierzchotkéw hiperkostki [0, 1]™ przy pomocy n koloréw,
ze dla kazdego wierzchotka, wierzchotki potaczone z nim krawedziami maja wszystkie n koloréw?

13.14. W prawym gérnym rogu szachownicy n x m (n < m) stoi hetman. Gracze moga na przemian
wykonywa¢ nim ruchy o dowolng liczbe pdl w lewo, w doét lub na skos w lewo i w dét. Wygrywa ten,
kto doprowadzi hetmana do lewego dolnego rogu. Niech ¢ = (1 + v/5)/2. Udowodnij, Ze zbiér takich par
(n,m), ze rozpoczynajacy gracz nie ma stategii wygrywajacej, to

{(lke], k) : k e NL}.

13.15. Liczby rzeczywiste a1 < as < ... < a, spelniaja ZZ:1 kap = 0. Udowodnij, ze dla kazdego
z € R zachodzi Y ,_, | kz]ay > 0.

Zadania pochodzg z serii ksiazek A. Neugebauera Matematyka Olimpijska, ksiazki Mathematical Circles autorstwa D.
Fomina, S. Genkina i I. Itenberga, forum artofproblemsolving.com, materialéw J. Bednarczuka oraz folkloru.



