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Omówienie celu naukowego wy»ej wymienionych prac i
osi¡gni¦tych wyników
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4.3 Wst¦p

4.3.1 Krótkie podsumowanie wyników z prac [H1]�[H3]

W tym miejscu przedstawiam krótkie streszczenia wyników prac [H1]�[H3], zaczerpni¦te z
abstraktów artykuªów.

W artykule [H1] przedstawiam prost¡ konstrukcj¦ hiperbolicznych (w sensie Gromowa) grup
Coxetera o dowolnie du»ym wirtualnym wymiarze kohomologicznym. Konstrukcja ta dostar-
cza nowych przykªadów takich grup. W szczególno±ci pozwala ona konstruowa¢ nowe grupy
o interesuj¡cych wªasno±ciach asferyczno±ci.

W artykule [H2] wprowadzam procedur¦ tzw. kubizacji grupy (ang. group cubization). Pro-
wadzi ona do otrzymania grupy, której pewne wªasno±ci przypominaj¡ wªasno±ci danej grupy
wyj±ciowej, oraz która dziaªa bez punktów staªych na kostkowym kompleksie CAT(0). Jako
gªówne zastosowanie wykazuj¦ brak wªasno±ci (T) Kazhdana dla grup Burnside'a.

W artykule [H3] konstruuj¦ etykietowania speªniaj¡ce warunki maªych skre±le« dla pewnych
niesko«czonych ci¡gów grafów sko«czonych o ograniczonym stopniu. Wykorzystuj¦ je do
zde�niowania niesko«czonych gra�cznych prezentacji grup maªych skre±le«. Technika ta
pozwala mi otrzyma¢ przykªady grup o egzotycznych wªasno±ciach:
• Konstruuj¦ pierwsze przykªady sko«czenie generowanych grup zgrubnie nie±rednio-

walnych (to znaczy grup bez wªasno±ci A Guolianga Yu), które s¡ jednocze±nie zgrubnie
zanurzalne w przestrze« Hilberta. Co wi¦cej, grupy te dziaªaj¡ wªa±ciwie na kostkowych
kompleksach CAT(0).
• Konstruuj¦ pierwsze przykªady sko«czenie generowanych grup, w których ekspandery

(ang. expander graphs) s¡ zanurzone izometrycznie w grafach Cayleya � w przeciwie«stwie
do tzw. potworów Gromowa, gdzie ekspandery nie s¡ nawet zanurzone zgrubnie.

Przedstawiam równie» dalsze zastosowania tej techniki, na przykªad do konstruowania
egzotycznych rozmaito±ci asferycznych.

W artykule [H4] konstruuj¦ pierwsze przykªady rezydualnie sko«czonych grup niedokªadnych
(ang. non-exact).

4.3.2 Opis ogólny

Grupy s¡ fundamentalnymi obiektami matematycznymi, które pojawiaj¡ si¦ naturalnie w
wielu dziaªach matematyki oraz maj¡ gª¦bokie powi¡zania z �zyk¡, informatyk¡ i dyscypli-
nami pokrewnymi. W szczególno±ci grupy koduj¡ symetrie, opisuj¡ struktury algebraiczne i
kombinatoryczne oraz stanowi¡ podstawowe modele zjawisk dyskretnych i ci¡gªych.

Moje badania sytuuj¡ si¦ w obr¦bie Geometrycznej Teorii Grup (ang. Geometric Group
Theory, GGT), stosunkowo mªodej i dynamicznie rozwijaj¡cej si¦ dziedziny matematyki,
która uksztaªtowaªa si¦ w ci¡gu ostatnich kilkudziesi¦ciu lat. Geometryczna Teoria Grup
bada grupy niesko«czone poprzez wyposa»anie ich w struktury geometryczne lub topolo-
giczne, a nast¦pnie wykorzystywanie intuicji i metod geometrycznych do wyprowadzania
wªasno±ci algebraicznych, analitycznych i dynamicznych badanych grup. Dyscyplina ta czer-
pie z idei kombinatorycznej teorii grup, topologii algebraicznej, geometrii ró»niczkowej oraz
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geometrii metrycznej i doprowadziªa do wielu przeªomowych wyników, które byªy niedo-
st¦pne przy u»yciu wyª¡cznie metod algebraicznych. Jedn¡ z podstawowych zasad GGT jest
to, »e postrzeganie grupy jako obiektu geometrycznego cz¦sto ujawnia gª¦bokie informacje o
jej strukturze.

Centralnym motywem moich bada« jest systematyczne wykorzystanie ró»nych poj¦¢ nie-
ujemnej krzywizny (NPC). Wywodz¡ca si¦ z geometrii ró»niczkowej nieujemna krzywizna
staªa si¦ jednym z najpot¦»niejszych i najbardziej jednocz¡cych poj¦¢ we wspóªczesnej GGT.
Grupy dziaªaj¡ce geometrycznie na przestrzeniach o nieujemnej krzywi¹nie � takich jak
przestrzenie hiperboliczne w sensie Gromowa, przestrzenie CAT(0) lub ich kombinatoryczne
odpowiedniki � posiadaj¡ bogaty zbiór silnych wªasno±ci, obejmuj¡cych zjawiska sztywno-
±ci, rozwi¡zywalno±¢ algorytmiczn¡ oraz korzystne wªasno±ci analityczne i kohomologiczne.
Do spektakularnych zastosowa« technik NPC nale»y na przykªad rozwi¡zanie wirtualnej
hipotezy Hakena przy u»yciu CAT(0) kompleksów kostkowych.

Moje prace koncentruj¡ si¦ w szczególno±ci na kombinatorycznej nieujemnej krzywi¹-
nie (CNPC), czyli na dyskretnych i kombinatorycznych analogach klasycznych warunków
krzywizny. W ostatnich latach CNPC wyªoniªa si¦ jako ujednolicaj¡cy formalizm obejmu-
j¡cy szerok¡ gam¦ istotnych struktur, takich jak kompleksy systoliczne, CAT(0) kompleksy
kostkowe, kompleksy Helly'ego i bukoliczne, a tak»e gra�czne kompleksy maªych skre±le«.
Jednym z oryginalnych aspektów moich bada« jest rozwijanie nowych wersji CNPC oraz sys-
tematyczne wykorzystywanie tych poj¦¢ do konstruowania i analizowania grup o zadanych
wªasno±ciach geometrycznych i algebraicznych.

Ogólnie rzecz bior¡c, mo»na wyró»ni¢ trzy gªówne sposoby stosowania metod nieujemnej
krzywizny w Geometrycznej Teorii Grup:

1. rozwijanie ogólnej teorii nieujemnej krzywizny (NPC), w szczególno±ci kombinatorycz-
nej nieujemnej krzywizny (CNPC), dla przestrzeni i grup;

2. ujawnianie nowych wªasno±ci znanych (klasycznych) przestrzeni i grup;

3. konstruowanie nowych przykªadów przestrzeni i grup o interesuj¡cych (cz¦sto nieocze-
kiwanych) wªasno±ciach.

Osi¡gni¦cie habilitacyjne przedstawione w niniejszej pracy dotyczy przede wszystkim podej-
±cia opisanego w punkcie 3. Gªównym celem prac skªadaj¡cych si¦ na to osi¡gni¦cie jest
konstruowanie nowych klas grup i przestrzeni przy u»yciu technik CNPC oraz wykazanie, »e
konstrukcje te prowadz¡ do przykªadów o nieoczekiwanych wªasno±ciach.

W szczególno±ci artykuªy wchodz¡ce w skªad niniejszego osi¡gni¦cia habilitacyjnego roz-
wijaj¡ nowe metody konstrukcyjne oparte na nieujemnej krzywi¹nie i prowadz¡ do uzyskania:

� hiperbolicznych (w sensie Gromowa) grup Coxetera o dowolnie du»ym wirtualnym
wymiarze kohomologicznym, w tym przykªadów wykraczaj¡cych poza wcze±niej znane
schematy;

� nowych konstrukcji grup dziaªaj¡cych na CAT(0) kompleksach kostkowych metod¡ ku-
bizacji grup, wraz z zastosowaniami do zagadnie« dotycz¡cych wªasno±ci (T) Kazhdana
dla grup torsyjnych;
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� grup zadanych przez gra�czne prezentacje maªych skre±le«, zawieraj¡cych ekspandery
lub inne zadane grafy zanurzone izometrycznie w ich grafach Cayleya, co prowadzi do
przykªadów o egzotycznym zachowaniu z punktu widzenia geometrii zgrubnej i analizy;

� pierwszych przykªadów sko«czenie generowanych rezydualnie sko«czonych grup nie-
dokªadnych (non-exact), otrzymanych poprzez poª¡czenie technik maªych skre±le« z
precyzyjn¡ kontrol¡ rezydualnej sko«czono±ci.

�¡cznie wyniki te ilustruj¡ skuteczno±¢ kombinatorycznej nieujemnej krzywizny jako na-
rz¦dzia do konstruowania i kontrolowania grup o zªo»onym i nieoczekiwanym zachowaniu.
Pokazuj¡ one równie», w jaki sposób metody CNPC oddziaªuj¡ z problemami geometrii
zgrubnej, algebr operatorowych oraz K-teorii, umiejscawiaj¡c prezentowane osi¡gni¦cia w
szerokim kontek±cie wspóªczesnej Geometrycznej Teorii Grup.

4.4 Wst¦pne poj¦cia

W niniejszym rozdziale przedstawiam poj¦cia oraz podstawowe fakty, które b¦d¡ wykorzy-
stywane w dalszej cz¦±ci, w szczególno±ci w Rozdziale 4.5, do opisu uzyskanych wyników.

4.4.1 Kompleksy symplicjalne

Niech X b¦dzie kompleksem symplicjalnym. Przez X(i) oznaczamy i�szkielet kompleksu
X. Podkompleks Y kompleksu X nazywamy peªnym, je»eli ka»dy zbiór A wierzchoªków Y ,
który zawiera si¦ w sympleksie kompleksu X, zawiera si¦ równie» w pewnym sympleksie
kompleksu Y . Dla sko«czonego zbioru wierzchoªków A = {v1, . . . , vk} kompleksu X przez
span(A) lub 〈v1, . . . , vk〉 oznaczamy kompleks rezpi¦ty przez zbiór A, tj. najmniejszy peªny
podkompleks kompleksu X zawieraj¡cy A. Kompleks symplicjalny X nazywamy �agowym,
je»eli ka»dy sko«czony zbiór wierzchoªków X, które s¡ parami poª¡czone kraw¦dziami w X,
zawiera si¦ w pewnym sympleksie kompleksu X. Linkiem sympleksu σ w X nazywamy
kompleks symplicjalny

Xσ = {τ | τ ∈ X, τ ∩ σ = ∅, span(τ ∪ σ) ∈ X} .

Niech k ≥ 4. k�cyklem (v0, . . . , vk−1, v0) nazywamy triangulacj¦ okr¦gu skªadaj¡c¡ si¦ z
k kraw¦dzi (〈vi, vi+1 (mod k)〉) oraz k wierzchoªków v0, . . . , vk−1. Dla k ≥ 4 �agowy kompleks
symplicjalny X nazywamy k�du»ym, je»eli nie zawiera on »adnych j�cykli b¦d¡cych peªnymi
podkompleksami X dla j < k (przypadek 4�du»y oznacza po prostu �agowy). Innymi sªowy,
dla j < k ka»dy j�cykl posiada przek¡tn¡, tj. kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ dwa nies¡siednie wierzchoªki.
Zamiast okre±lenia 5�du»y u»ywa si¦ czasem terminu �agowy bez kwadratów. Kompleks
nazywamy lokalnie k�du»ym, je»eli wszystkie jego linki s¡ k�du»e. Flagowy kompleks sym-
plicjalny nazywamy k�systolicznym (zgodnie z [JSa06]), k ≥ 4, je»eli jest on jednospójny oraz
lokalnie k�du»y. Grup¦ dziaªaj¡c¡ geometrycznie (tj. wªa±ciwie i kozwarcie przez automor-
�zmy) na k�systolicznym kompleksie nazywamy równie» k�systoliczn¡. Terminu systoliczny
u»ywamy jako skrótu dla �6�systoliczny�.
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Dla i ∈ N (kombinatoryczn¡) kul¡ Bi(v,X) o promieniu i wokóª wierzchoªka v w kom-
pleksie symplicjalnym X nazywamy peªny podkompleks rozpi¦ty przez zbiór wierzchoªków
le»¡cych w odlegªo±ci co najwy»ej i od v. Odlegªo±¢ pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami rozu-
miemy tutaj jako minimaln¡ liczb¦ kraw¦dzi w ±cie»ce w 1�szkielecie ª¡cz¡cej te wierzchoªki.

4.4.2 Kompleksy kostkowe

Kompleksy kostkowe s¡ kombinatorycznymi kompleksami komórkowymi, w których ka»da
komórka jest kostk¡. W szczególno±ci oznacza to, »e dowolne dwie kostki w kompleksie
kostkowym przecinaj¡ si¦ wzdªu» jednej wspólnej podkostki. Linkiem Yv wierzchoªka v kom-
pleksu kostkowego Y jest kompleks symplicjalny, który mo»na uto»sami¢ z maª¡ sfer¡ wokóª v
(sympleksy Yv s¡ przeci¦ciami tej sfery z kostkami). Kompleks kostkowy nazywamy lokalnie
k�du»ym (odpowiednio lokalnie �agowym), je»eli linki jego wierzchoªków s¡ k�du»e (odpo-
wiednio �agowe). Lemat Gromowa (por. [Dav08, Dodatek I]) mówi, »e jednospójny lokalnie
�agowy (odpowiednio lokalnie 5�du»y) kompleks kostkowy dopuszcza metryk¦ o nieujem-
nej (odpowiednio ujemnej) krzywi¹nie, czyli innymi sªowy metryk¦ CAT(0) (odpowiednio
CAT(−1)).

Lemat 4.4.1 ([BC08, Section 2]). Sko«czona rodzina parami nietrywialnie przecinaj¡cych si¦
wypukªych podkompleksów CAT(0) kompleksu kostkowego ma nietrywialne wspólne przeci¦cie.

W szczególno±ci ka»da kostka oraz 1�kula wokóª dowolnego wierzchoªka (tj. suma wszyst-
kich kostek zawieraj¡cych ten wierzchoªek) s¡ zbiorami wypukªymi.

4.4.3 Grupy Coxetera

Stosujemy terminologi¦ i notacj¦ z ksi¡»ki Davisa [Dav08]. Grupa Coxetera dana jest pre-
zentacj¡

W = 〈S | (st)mst ; s, t ∈ S〉,
gdzie S jest zbiorem sko«czonym, mst ∈ N∗ ∪ {∞}, mst = mts oraz mst = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy s = t (przy czym (st)∞ oznacza brak relacji). Grup¦ Coxetera (lub system Co-
xetera (W,S)) nazywamy prostok¡tn¡, je»eli mst ∈ {1, 2,∞}. Podgrup¡ specjaln¡ WT grupy
Coxetera W nazywamy podgrup¦ generowan¡ przez podzbiór T ⊆ S. Podzbiór T ⊆ S na-
zywamy sferycznym, je»eli WT jest sko«czona; wówczas sam¡ grup¦ WT równie» nazywamy
sferyczn¡. Przez S oznaczamy cz¦±ciowo uporz¡dkowany (wzgl¦dem inkluzji) zbiór wszyst-
kich sferycznych podzbiorów S, a przez K � jego realizacj¦ geometryczn¡. Zbiór wszystkich
niepustych sferycznych podzbiorów tworzy abstrakcyjny kompleks symplicjalny zwany ner-
wem L = L(W,S) ukªadu Coxetera (W,S). Dla T ∈ S przez σT oznaczamy sympleks w L
rozpi¦ty przez T (przy czym σT = ∅, gdy T = ∅). Realizacj¦ geometryczn¡ posetu (wzgl¦dem
inkluzji) ⋃

T∈S

W/WT

nazywamy kompleksem Davisa i oznaczamy przez Σ = Σ(W,S). W przypadku prostok¡tnym
kompleks Σ posiada naturaln¡ struktur¦ lokalnie �agowego kompleksu kostkowego. Dla s ∈ S
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de�niujemy Ks jako sum¦ wszystkich sympleksów w K, których minimalnym wierzchoªkiem
jest {s}. Dla T ⊆ S kªadziemy KT =

⋃
s∈T Ks. Dla T ∈ S mo»na wykaza¢, »e L − σT

deformacyjnie retrahuje si¦ na KS−T ; por. [Dav08, Lemma A.5.5].
Z lematu Gromowa wynika nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.2. (Hiperboliczne prostok¡tne grupy Coxetera, [Mou88]) Prostok¡tna grupa
Coxetera (W,S) jest hiperboliczna w sensie Gromowa wtedy i tylko wtedy, gdy jej nerw
L(W,S) jest 5�du»ym (tj. �agowym bez kwadratów) kompleksem symplicjalnym.

W istocie w tym przypadku kompleks Davisa Σ(W,S) posiada naturaln¡ struktur¦ lokal-
nie 5�du»ego (tj. CAT(−1); por. Rozdziaª 4.4.2) kompleksu kostkowego.

4.4.4 Wirtualny wymiar kohomologiczny

Przypomnijmy (por. [Dav08, Rozdziaª 8.5]), »e wymiar kohomologiczny grupy G de�niuje
si¦ jako

cd G = sup {n | Hn(G;M) 6= 0 dla pewnego ZG−modulu M} .
Je»eli grupa G posiada nietrywialn¡ torsj¦, to cd G =∞. Dla grup wirtualnie beztorsyjnych
(tj. takich, które posiadaj¡ beztorsyjn¡ podgrup¦ o sko«czonym indeksie) wygodniejsze jest
zatem nast¦puj¡ce poj¦cie.

Wirtualnym wymiarem kohomologicznym grupy G, oznaczanym przez vcd G, nazywamy
wymiar kohomologiczny dowolnej jej beztorsyjnej podgrupy o sko«czonym indeksie. Dla
ukªadu Coxetera (W,S) jak wy»ej zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie (gdzie H

∗
oznacza ko-

homologie zredukowane).

Twierdzenie 4.4.3 ([Dav08, Corollary 8.5.5]).

vcd W = max
{
n | Hn(K,KS−T ;Z) 6= 0, dlapewnego T ∈ S

}
= max

{
n | Hn−1

(L− σT ;Z) 6= 0, dlapewnego T ∈ S
}
.

Wniosek 4.4.4. Je»eli H
n−1

(L;Z) 6= 0, to vcd W ≥ n.

4.4.5 Pogrubienie CAT(−1) kompleksu kostkowego

Dla danego CAT(−1) kompleksu kostkowego istnieje zwi¡zany z nim 5�du»y (tj. �agowy bez
kwadratów) kompleks symplicjalny, wprowadzony przeze mnie w [Osa13].

De�nicja 4.4.5 (Pogrubienie). Niech Y b¦dzie kompleksem kostkowym. Pogrubieniem
Th(Y ) kompleksu Y nazywamy kompleks symplicjalny zde�niowany w nast¦puj¡cy sposób.
Wierzchoªkami Th(Y ) s¡ wierzchoªki Y . Wierzchoªki v1, . . . , vk kompleksu Th(Y ) rozpinaj¡
sympleks wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchoªki v1, . . . , vk ∈ Y (rozumiane jako wierzchoªki
Y ) zawieraj¡ si¦ w jednej wspólnej kostce kompleksu Y .

Lemat 4.4.6 (Lokalnie k�du»e pogrubienie [Osa13]). Niech k ≥ 4 oraz niech Y b¦dzie
lokalnie k�du»ym kompleksem kostkowym. Wówczas jego pogrubienie Th(Y ) jest lokalnie
k�du»ym kompleksem symplicjalnym.
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4.4.6 Lemat lokalny Lovásza

Lemat lokalny Lovásza jest standardowym narz¦dziem w kombinatoryce; por. np. [AS00].
Przedstawiam tutaj konkretn¡ wersj¦ u»ywan¡ w [H3]. Przez Pr(A) oznaczamy (dyskretne)
prawdopodobie«stwo zdarzenia A, natomiast Ā oznacza zdarzenie przeciwne (dopeªnienie).

Lemat 4.4.7 (Lemat lokalny Lovásza [AGHuR02, Lemma 1]). Niech A = A1∪A2∪ . . .∪Ar
b¦dzie rozbiciem sko«czonego zbioru zdarze« A, przy czym Pr(A) = pi dla ka»dego A ∈ Ai,
i = 1, 2, . . . , r. Zaªó»my, »e istniej¡ liczby rzeczywiste 0 ≤ a1, a2, . . . , ar < 1 oraz ∆ij ≥ 0,
i, j = 1, 2, . . . , r, takie »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) dla ka»dego zdarzenia A ∈ Ai istnieje zbiór DA ⊆ A taki, »e |DA ∩ Aj| ≤ ∆ij dla
wszystkich j = 1, 2, . . . , r oraz A jest niezale»ne od zbioru A \ (DA ∪ {A}),

(ii) pi ≤ ai
∏r

j=1(1− aj)∆ij dla wszystkich i = 1, 2, . . . , r.

Wówczas Pr
(⋂

A∈A Ā
)
> 0.

4.4.7 Gra�czne maªe skre±lenia

Teoria gra�cznych maªych skre±le« jest oczywistym uogólnieniem klasycznej teorii maªych
skre±le«; por. np. ksi¡»k¦ Lyndona i Schuppa [LS77] jako standardowe wprowadzenie do tej
ostatniej. Wprowadzenie teorii gra�cznej przypisuje si¦ Gromowowi [Gro03], jednak stoso-
wane tam metody pojawiaªy si¦ wcze±niej w sposób niejawny, na przykªad w pracy Ripsa i
Segeva [RS87].

Aby zastosowa¢ teori¦ maªych skre±le«, korzystamy z ci¡gu Θ = (Θn)n∈N sko«czonych
spójnych grafów w nast¦puj¡cy sposób. Niech Γ b¦dzie grafem sko«czonym oraz niech
(ϕn : Θn → Γ)n∈N b¦dzie rodzin¡ lokalnych izometrii grafów. Dane te wyznaczaj¡ gra�czn¡
prezentacj¦

〈Γ | Θ〉, (4.1)

która de�niuje grup¦
G := π1(Γ)/〈〈ϕ∗(π1(Θn))n∈N〉〉.

W rozwa»anych przez nas przypadkach wybieramy Γ jako bukiet p¦tli, przy czym lokalne
izometrie ϕn odpowiadaj¡ etykietowaniom mn kraw¦dzi grafów Θn. Ka»da p¦tla w bukiecie
odpowiada jednemu generatorowi grupy G.

Poni»ej opisujemy przestrzenie, z którymi b¦dziemy dalej pracowa¢. Niech (ϕi : ri →
X(1))i∈N b¦dzie rodzin¡ lokalnych izometrii sko«czonych grafów ri, które nazywamy relato-
rami. Sto»kiem nad relatorem ri nazywamy przestrze« ilorazow¡

cone ri := (ri × [0, 1])/{(x, 1) ∼ (y, 1)}.

Gªównym obiektem naszych bada« w tej sekcji jest zesto»kowana przestrze« (coned�o� space)

X := X(1) ∪(ϕi)

⋃
i∈N

cone ri,
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gdzie ϕi oznacza odwzorowanie ri × {0} → X(1). Zakªadamy, »e X jest jednospójna. Prze-
strze« X posiada naturaln¡ struktur¦ kompleksu CW i b¦dziemy j¡ dalej nazywa¢ po prostu
kompleksem. Je»eli nie zaznaczono inaczej, rozwa»amy na 0�szkielecie X(0) metryk¦ drogow¡
d(·, ·) zadan¡ przez (kombinatoryczne) ±cie»ki w 1�szkielecie X(1). Geodezyjnymi nazywamy
najkrótsze ±cie»ki w X(1) wzgl¦dem tej metryki.

�cie»k¡ w X nazywamy lokalnie injektywne symplicjalne odwzorowanie p → X, gdzie
graf p jest homeomor�czny z odcinkiem. �cie»k¦ p → X nazywamy kawaªkiem (piece),
je»eli istniej¡ relatory ri, rj takie, »e p → X faktoryzuje si¦ jako p → ri

ϕi−→ X oraz jako

p → rj
ϕj−→ X, lecz nie istnieje izomor�zm ri → rj, który czyniªby nast¦puj¡cy diagram

przemiennym:

ri X

rjp

.............................................................................. ............

............................
.....
.......
.....

............
............
............
............
............
............
.............
............

.............................................................................. ............

......................................
.....
.......
.....

Oznacza to, »e ±cie»ka p wyst¦puje w ri oraz rj w dwóch istotnie ró»nych postaciach.
Dla λ ∈ (0, 1) mówimy, »e kompleks X speªnia warunek maªych skre±le« C ′(λ) (lub »e X

jest C ′(λ)�kompleksem), je»eli ka»dy kawaªek p→ X, faktoryzuj¡cy si¦ przez p→ ri
ϕi−→ X,

ma dªugo±¢ (tj. liczb¦ kraw¦dzi w p) ±ci±le mniejsz¡ ni» λ girth ri, gdize girth ri oznacza popr¦g
grafu, czyli dªugo±¢ najkrótszego prostego cyklu.

Dla danej gra�cznej prezentacji 〈Γ | Θ〉 de�niujemy zwi¡zany z ni¡ kompleks X w na-
st¦puj¡cy sposób. Zesto»kowan¡ przestrze« otrzymujemy, doklejaj¡c do grafu Γ sto»ki nad
grafami Θn za pomoc¡ (etykietuj¡cych) odwzorowa« Θn → Γ. Grup¡ fundamentaln¡ tej
przestrzeni jest G. Graf Cayleya prezentacji 〈Γ | Θ〉 jest 1�szkieletem X ′(1) uniwersalnego
przykrycia X ′ przestrzeni zesto»kowanej. De�niujemy odwzorowania ϕ′i : ri → X(1) jako
podniesienia odwzorowa« Θn → Γ. W szczególno±ci grafy ri s¡ kopiami grafów Θn dla
ró»nych n. Ostatecznie de�niujemy X jako iloraz kompleksu X ′, w którym identy�kujemy
sto»ki doklejone przez ϕ′i : ri → X ′(1) oraz ϕ′j : rj → X ′(1), je»eli istnieje izomor�zm grafów
etykietowanych (przez etykietowanie indukowane przez Θn → Γ) ri → rj taki, »e ϕ′i fakto-

ryzuje si¦ jako ri → rj
ϕ′
j−→ X ′(1). Odwzorowania ϕi : ri → X s¡ zªo»eniami odwzorowa«

ϕ′i z ilorazowym odwzorowaniem X ′ → X. Je»eli kompleks X jest C ′(λ)�kompleksem, to
prezentacj¦ 〈Γ | Θ〉 nazywamy gra�czn¡ prezentacj¡ maªych skre±le« typu C ′(λ).

Lemat 4.4.8 ([Oll06, Theorem 1] oraz [Gru15, 5.10]). Dla grafu Cayleya X(1) gra�cznej
prezentacji maªych skre±le« typu C ′(1/6) odwzorowania ϕi : ri → X(1) s¡ zanurzeniami izo-
metrycznymi.

4.5 Gªówne wyniki z prac [H1]�[H3]

4.5.1 Gªówne wyniki z pracy [H1]

Problem konstruowania wysokowymiarowych grup hiperbolicznych w sensie Gromowa byª
wielokrotnie podnoszony w przeszªo±ci. Lu¹na hipoteza Gromowa [Gro93] (por. jej precy-
zyjn¡ wersj¦ na li±cie problemów Bestviny [Bes]) gªosiªa, »e konstrukcja takich grup zawsze
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wymaga nietrywialnych narz¦dzi z teorii liczb (por. tak»e dyskusj¦ w [JSa03]). Ostatecznie
Januszkiewicz��wi¡tkowski [JSa03] podali geometryczn¡ konstrukcj¦ hiperbolicznych w sen-
sie Gromowa grup Coxetera w ka»dym wymiarze. Warto przy tym zauwa»y¢, »e wcze±niej
s¡dzono (por. hipotez¦ Moussonga [Mou88]), i» istnieje uniwersalne ograniczenie na wirtualny
wymiar kohomologiczny dowolnej hiperbolicznej w sensie Gromowa grupy Coxetera (co byªo
wspierane przez wynik Vinberga [Vin85]). Pó¹niej pojawiªo si¦ kilka podobnych konstruk-
cji, zob. [Hag, JSa06, ABJ+09]. Wszystkie one wykorzystuj¡ do±¢ zaawansowan¡ aparatur¦
teorii kompleksów grup, a ponadto otrzymywane w ten sposób grupy s¡ zawsze systoliczne,
to znaczy dziaªaj¡ geometrycznie na kompleksach systolicznych � por. Rozdziaª 4.4.1. Jak
pokazali Januszkiewicz��wi¡tkowski [JSa07] oraz ja sam [Osa07, Osa08], grupy systoliczne
speªniaj¡ bardzo restrykcyjne wªasno±ci asferyczno±ci, które sprawiaj¡, »e s¡ one w pewnym
sensie asymptotycznie dwuwymiarowe. W szczególno±ci nie �zawieraj¡ asymptotycznie� sfer
o wymiarze co najmniej 2.

W artykule [H1] przedstawiam prost¡ geometryczn¡ konstrukcj¦ hiperbolicznych w sensie
Gromowa grup Coxetera o dowolnie du»ym wirtualnym wymiarze kohomologicznym. Jest to,
wedªug mojej wiedzy, najprostsza znana konstrukcja wysokowymiarowych grup hiperbolicz-
nych. Metoda ta jest elementarna i wykorzystuje jedynie (w najprostszej wersji) podstawowe
fakty o prostok¡tnych grupach Coxetera. Pozwoliªa mi ona skonstruowa¢ wysoko wymiarowe
hiperboliczne grupy Coxetera, które nie s¡ systoliczne � mog¡ one zawiera¢ sfery w nie-
sko«czono±ci. S¡ to pierwsze znane przykªady tego typu. Z drugiej strony ogólne ramy tej
konstrukcji umo»liwiªy nam w [OSa15] uzyskanie nowych konstrukcji wysoko wymiarowych
grup o ró»nych wªasno±ciach asferyczno±ci. Praca ta opiera si¦ na narz¦dziach i ideach zwi¡-
zanych ze sªabo systolicznymi kompleksami (ang. weakly sytolic complexes), wprowadzonymi
i rozwini¦tymi przeze mnie w [Osa13] (por. tak»e [CO15]).

Konstrukcja przebiega nast¦puj¡co. Aby skonstruowa¢ hiperboliczn¡ w sensie Gromowa
prostok¡tn¡ grup¦ Coxetera, wystarczy znale¹¢ sko«czony 5�du»y (tj. �agowy bez kwadra-
tów) kompleks symplicjalny � por. Twierdzenia 4.4.2. Takie kompleksy symplicjalne kon-
struujemy indukcyjnie, przy czym ich globalny wymiar kohomologiczny ro±nie na ka»dym
kroku. Krok indukcyjny dzieli si¦ na nast¦puj¡ce trzy etapy.

Konstrukcja podstawowa.

Krok 1. Niech X b¦dzie sko«czonym 5�du»ym (tj. �agowym bez kwadratów) kompleksem
symplicjalnym takim, »e Hn(X;Q) 6= 0. Niech (W,S) b¦dzie ukªadem Coxetera, którego
nerwem jest X, tzn. X = L(W,S). Wówczas wirtualny wymiar kohomologiczny grupy W
speªnia vcdW ≥ n + 1; por. Rozdziaª 4.4.4. Kompleks X jest linkiem ka»dego wierzchoªka
kompleksu Davisa Σ = Σ(W,S) odpowiadaj¡cego (W,S).

Krok 2. Wybieramy beztorsyjn¡ podgrup¦ H grupy W o dostatecznie du»ym sko«czonym
indeksie. Wówczas Y = Σ/H jest lokalnie 5�du»ym kompleksem kostkowym (tj. z linkami
b¦d¡cymi �agowymi kompleksami bez kwadratów) oraz zachodzi Hn+1(Y ;Q) 6= 0.

Krok 3. Niech X ′ = Th(Y ) b¦dzie symplicjalnym pogrubieniem kompleksu Y ; por. Roz-
dziaª 4.4.5. Wówczas X ′ jest sko«czonym 5�du»ym kompleksem symplicjalnym oraz mamy

10



Hn+1(X ′;Q) 6= 0.

Na tym ko«czy si¦ krok indukcyjny. Skonstruowany kompleks X ′ mo»e teraz posªu»y¢
jako kompleks pocz¡tkowy X w Kroku 1. Kluczowym faktem, który sprawia, »e powy»sza
konstrukcja dziaªa, a zarazem gªównym wynikiem pracy [H1], jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.1 ([H1, Main Theorem]). Niech X b¦dzie sko«czonym 5�du»ym komplek-
sem symplicjalnym takim, »e Hn(X;Q) 6= 0. Wówczas istnieje beztorsyjna podgrupa H
grupy W o sko«czonym indeksie taka, »e kompleks X ′ otrzymany w powy»szej konstrukcji
podstawowej jest sko«czonym 5�du»ym kompleksem symplicjalnym oraz Hn+1(X ′;Q) 6= 0. W
szczególno±ci prostok¡tna grupa Coxetera o nerwie X ′ jest hiperboliczna w sensie Gromowa
i ma wirtualny wymiar kohomologiczny co najmniej n+ 2.

Zaczynaj¡c od sko«czonego 5�du»ego n0�wymiarowego kompleksu symplicjalnego X0,
po wykonaniu k razy Kroków 1�3 otrzymujemy sko«czony 5�du»y kompleks symplicjalny
X taki, »e Hn0+k(X;Q) 6= 0. W konsekwencji prostok¡tna grupa Coxetera o nerwie X
jest hiperboliczna w sensie Gromowa i ma wirtualny wymiar kohomologiczny co najmniej
n0 + k + 1.

Gªówna idea stoj¡ca za t¡ konstrukcj¡ polega na tym, »e sko«czony iloraz X �n�wymiaro-
wego� kompleksu (kompleksu Davisa) wykorzystuje si¦ jako link wierzchoªków w nowym
kompleksie (nowym kompleksie Davisa). W ten sposób �wymiar� nowego kompleksu skacze
co najmniej o 1 (poniewa» nowy kompleks jest sum¡ sto»ków nad swoimi linkami), a nast¦pnie
procedur¦ t¦ powtarza si¦ indukcyjnie.

Moja konstrukcja dostarcza przykªadów wysoko wymiarowych hiperbolicznych w sen-
sie Gromowa grup Coxetera, które s¡ bardzo (tj. asymptotycznie) ró»ne od wcze±niej kon-
struowanych. Wszystkie wcze±niej znane przykªady z [JSa03, JSa06, Hag, ABJ+09] byªy
systoliczne. Grupy systoliczne s¡ w pewnym sensie dwuwymiarowe � �nie zawieraj¡ asymp-
totycznie� sfer o wymiarze wi¦kszym ni» 1; por. [JSa07, Osa07, Osa08, OSa15]. Moja tech-
nika pozwala natomiast konstruowa¢ przykªady niesystoliczne � �zawieraj¡ce� sfery a» do
wymiaru 3.

Stwierdzenie 4.5.2 ([H1, Proposition 5.1]). Niech Z b¦dzie peªnym podkompleksem sko«-
czonego 5�du»ego kompleksu symplicjalnego X0. Niech X b¦dzie sko«czonym 5�du»ym kom-
pleksem symplicjalnym otrzymanym w konstrukcji podstawowej startuj¡c od X0, a (W,S)
� odpowiadaj¡cym mu ukªadem Coxetera (tj. X = L(W,S)). Wówczas prostok¡tna grupa
Coxetera W ′ o nerwie Z (tj. Z = L(W ′, S ′)) jest podgrup¡ grupy W .

Do odró»niania niektórych z tych grup od grup systolicznych u»ywam poj¦cia asympto-
tycznej dziedzicznej asferyczno±ci (ang. asymptotic hereditary asphericity, w skrócie AHA),
którego tutaj nie de�niuj¦ � por. [JSa07, OSa15]. Wªasno±¢ AHA jest formalnym sposobem
wyra»enia faktu, »e grupa �nie zawiera asymptotycznie� sfer. Nast¦puj¡cy wniosek wynika
ze Stwierdzenia 4.5.2 oraz z faktu, »e podgrupy grup systolicznych s¡ AHA [JSa07].
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Wniosek 4.5.3 ([H1, Corollary 5.2]). Je»eli X0 jest nerwem grupy W ′, która nie jest asymp-
totycznie dziedzicznie asferyczna, to grupa W otrzymana w konstrukcji podstawowej nie jest
systoliczna.

Przykªady. Poni»ej pokazuj¦, w jaki sposób moja konstrukcja prowadzi do przykªadów
niesystolicznych. Niech X0 b¦dzie nerwem prostok¡tnej grupy Coxetera W ′ dziaªaj¡cej geo-
metrycznie na k�wymiarowej rzeczywistej przestrzeni hiperbolicznej Hk (takie grupy ist-
niej¡ tylko dla k = 1, 2, 3, 4; por. [Vin85]). Je»eli k ≥ 3, to grupa W ′ nie jest AHA (por.
[JSa07, Osa07, OSa15]), a zatem równie» grupa W (otrzymana w konstrukcji) nie jest AHA,
a w szczególno±ci nie jest systoliczna; por. [JSa07, OSa15].

Nie wiadomo, czy hiperboliczna w sensie Gromowa prostok¡tna grupa Coxetera mo»e
�zawiera¢ asymptotycznie� sfery o wymiarze wi¦kszym ni» 3. Pewna forma hipotezy Janusz-
kiewicza��wi¡tkowskiego gªosi, »e brzeg Gromowa jednospójnego lokalnie 5�du»ego kom-
pleksu kostkowego (tj. CAT(−1) kompleksu kostkowego) nie mo»e zawiera¢ sfer o wymiarze
wi¦kszym ni» 3. Poniewa» hiperboliczne prostok¡tne grupy Coxetera dziaªaj¡ geometrycznie
na takich kompleksach kostkowych (swoich kompleksach Davisa), hipoteza ta implikuje, »e
ich brzegi nie mog¡ zawiera¢ sfer o wysokim wymiarze.

W przeciwie«stwie do powy»szych wyników moja konstrukcja implikuje równie» nast¦-
puj¡ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.5.4 ([H1, Proposition 6.1]). Niech k ≥ 6 oraz niech X b¦dzie sko«czonym
5�du»ym kompleksem symplicjalnym otrzymanym w konstrukcji podstawowej. Zaªó»my, »e
speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

1) kompleks pocz¡tkowy X0 jest k�du»y;

2) na ka»dym kroku konstrukcji podstawowej grupa H jest wybierana tak, aby minimalne
przesuni¦cie dziaªania H na Th(Σ)(1) byªo co najmniej k.

Wówczas otrzymany kompleks X jest k�du»y, a w konsekwencji grupa Coxetera W o nerwie
X jest k�systoliczna.

Ponadto inne warianty konstrukcji podstawowej s¡ wykorzystywane w [OSa15] do uzyska-
nia nowych konstrukcji grup o ró»nych wªasno±ciach asferyczno±ci speªnianych przez grupy
systoliczne; por. [JSa07, Osa07, Osa08]. Opiera si¦ to na poj¦ciu sªabo systolicznych grup,
wprowadzonym przeze mnie w [Osa13].

Istnieje wiele wariantów konstrukcji podstawowej, odpowiadaj¡cych wyborowi kompleksu
Z peªni¡cego rol¦ Σ w Kroku 1 konstrukcji, dla ustalonego kompleksu X. Poni»ej opisuj¦
dwa z nich.

Dla danego X, W oraz Σ jak w Kroku 1 konstrukcji podstawowej, niech Z b¦dzie regu-
larnym prostok¡tnym budynkiem zwi¡zanym z grup¡ W . Prosta konstrukcja takich budyn-
ków zostaªa opisana w [DO07]. Pokazano tam równie» (odtwarzaj¡c znane fakty w nowy
sposób), »e grupy izometrii takich budynków posiadaj¡ rezydualnie sko«czone jednorodne
kraty. W [Osa13] wykazano, »e dla dowolnego takiego budynku istnieje lokalnie 5�du»y kom-
pleks symplicjalny Th(Z), b¦d¡cy analogiem pogrubienia kompleksu kostkowego opisanego
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w Rozdziale 4.4.5: sympleksy Th(Z) odpowiadaj¡ sferycznym residuom w Z. Wówczas dla
odpowiednio dobranej grupy H, b¦d¡cej krat¡ w Isom(Z), iloraz H\Th(Z) jest sko«czonym
5�du»ym kompleksem symplicjalnym z Hn+1(H\Th(Z)) 6= 0 (poniewa» Z zawiera kopie Σ),
co pozwala kontynuowa¢ indukcj¦.

Dla danej hiperbolicznej w sensie Gromowa prostok¡tnej grupy CoxeteraW o prezentacji
W = 〈S | (st)mst〉 mo»na skonstruowa¢ nieprostok¡tn¡ grup¦ Coxetera W f = 〈S | (st)m

f
st〉 w

nast¦puj¡cy sposób. Je»eli mst 6=∞, to mf
st = mst, natomiast w przeciwnym przypadku mf

st

jest dowoln¡ liczb¡ wi¦ksz¡ ni» 4 lub równe ∞. W [JSa03] dowiedziono, »e wówczas grupa
W f jest hiperboliczna w sensie Gromowa oraz »e vcd(W f ) = vcd(W ), o ile vcd(W ) ≥ 2.

4.5.2 Gªówne wyniki z pracy [H2]

Pocz¡tkow¡ motywacj¡ do napisania artykuªu [H2] byªo nast¦puj¡ce, dobrze znane pytanie:

Czy wszystkie grupy Burnside'a maj¡ wªasno±¢ (T) Kazhdana?

(Por. np. [Obe, Open Problem 17, s. 9], ksi¡»k¦ [BdlHV08, Open Example 7.3, s. 282], a tak»e
[Sha06, s. 1304] oraz [Sha, Conjecture]. W dwóch ostatnich pracach Y. Shalom formuªuje to
pytanie jako hipotez¦ i podaje jej motywacj¦.)

Przypomnijmy, »e niesko«czone grupy Burnside'a, to znaczy sko«czenie generowane grupy
o ograniczonej torsji, zostaªy po raz pierwszy skonstruowane przez Nowikowa�Adiana [NA68].
Wolna grupa Burnside'a B(m,n) dana jest prezentacj¡

〈s1, s2, . . . , sm | w(s1, s2, . . . , sm)n〉,

gdzie w przebiega wszystkie sªowa w generatorach s1, s2, . . . , sm. Na powy»sze pytanie od-
powiadam przecz¡co, dowodz¡c nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 4.5.5 ([H2, Theorem 1]). Je»eli wolna grupa Burnside'a B(m,n) jest nie-
sko«czona, to dla ka»dej liczby caªkowitej k > 1 wolna grupa Burnside'a B(m, kn) dziaªa bez
punktów staªych na CAT(0) kompleksie kostkowym, a w szczególno±ci nie ma wªasno±ci (T)
Kazhdana.

Jako gªówne narz¦dzie w pracy [H2] wprowadzam ogóln¡ procedur¦ zwan¡ kubizacj¡ grupy
(ang. group cubization). Jest to prosty, sam w sobie interesuj¡cy trik, który � jak s¡dz¦ �
mo»e mie¢ szerokie zastosowania. Dziaªa on nast¦puj¡co.

Niech G b¦dzie grup¡ sko«czenie generowan¡, a Γ̃ � Zk�homologicznym nakryciem grafu
Cayleya Γ grupy G (por. poni»ej), gdzie Zk = Z/kZ jest grup¡ liczb caªkowitych modulo k.
Graf przykrywaj¡cy Γ̃ wyposa»ony jest w struktur¦ przestrzeni ze ±cianami, zadan¡ przez
przeciwobrazy kraw¦dzi grafu Γ. Dowodz¦ nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 4.5.6 ([H2, Theorem 2]). Dla sko«czenie generowanej grupy G i jej grafu
Cayleya Γ, Zk�homologiczne nakrycie Γ̃ grafu Γ jest grafem Cayleya pewnej sko«czenie ge-
nerowanej grupy G̃. Je»eli G jest niesko«czona, to G̃ dziaªa z nieograniczonymi orbitami na
CAT(0) kompleksie kostkowym.
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Grup¦ G̃ nazywamy kubizacj¡ grupy G. Twierdzenie 4.5.5 wynika w prosty sposób z
Twierdzenia 4.5.6, poniewa» kubizacja G̃ grupy Burnside'a G jest ponownie grup¡ Burnside'a
(o wykªadniku pomno»onym przez k).

Poni»ej przedstawiam wi¦cej szczegóªów dotycz¡cych tej konstrukcji. Wyniki te wyko-
rzystuj¡ jedynie kilka podstawowych faktów z teorii nakry¢; klasycznym ¹ródªem jest na
przykªad ksi¡»ka [Hat02].

Niech Γ = Cay(G,S) b¦dzie grafem Cayleya grupy G generowanej przez sko«czony syme-
tryczny zbiór generatorów S (tj. S = S−1). Przyjmujemy konwencj¦, »e ka»dy wierzchoªek
nale»y do dwóch kraw¦dzi odpowiadaj¡cych parze {s, s−1} dla ka»dego s ∈ S. W szczególno-
±ci generatory b¦d¡ce involucjami daj¡ podwójne kraw¦dzie, a stopie« ka»dego wierzchoªka
wynosi |S|. Ustalmy liczb¦ caªkowit¡ k > 1. Niech p : Γ̃→ Γ b¦dzie Zk�homologicznym na-
kryciem grafu Γ, to znaczy nakryciem odpowiadaj¡cym j¡dru K naturalnego homomor�zmu

π1(Γ, 1)→ H1(Γ;Zk) =
⊕
I

Zk,

gdzie I jest zbiorem indeksuj¡cym generatory π1(Γ, 1), za± 1 oznacza wierzchoªek Γ odpowia-
daj¡cy elementowi neutralnemu grupy G. Zauwa»my, »e jest to nakrycie charakterystyczne,
to znaczy K jest charakterystyczn¡ podgrup¡ π1(Γ, 1). Podgrup¦ t¦ mo»na uto»sami¢ z
π1(Γ̃, 1̃), gdzie 1̃ jest wierzchoªkiem takim, »e p(1̃) = 1. W konsekwencji dla ka»dego auto-
mor�zmu g grafu Γ zachodzi

g∗ ◦ p∗(π1(Γ̃, 1̃)) = p∗(π1(Γ̃, 1̃)),

a zatem zªo»enie g ◦ p : Γ̃ → Γ mo»na podnie±¢ do odwzorowania g̃ : Γ̃ → Γ̃ speªniaj¡cego
p ◦ g̃ = g ◦ p.

Ka»dy element g ∈ G wyznacza automor�zm grafu Γ dany przez mno»enie z lewej strony
przez g (równie» oznaczany przez g). Niech G̃ oznacza zbiór wszystkich podniesie« wszystkich
takich automor�zmów.

Twierdzenie 4.5.7 ([H2, Theorem 3]). Zbiór G̃ tworzy grup¦ generowan¡ przez zbiór S̃ o
mocy |S̃| = |S|, przy czym Γ̃ jest jej grafem Cayleya Cay(G̃, S̃).

De�nicja 4.5.8. Grup¦ G̃ nazywamy kubizacj¡ grupy G wzgl¦dem jej grafu Cayleya Γ =
Cay(G,S).

Wybierzmy wierzchoªek 1̃ ∈ Γ̃ taki, »e p(1̃) = 1 ∈ Γ. Dla ka»dego s ∈ S mo»emy wybra¢
jego podniesienie s̃ w taki sposób, aby s̃(1̃) byªo wierzchoªkiem s¡siaduj¡cym z 1̃. Zbiór
S̃ = {s̃ | s ∈ S} jest wówczas zbiorem generatorów grupy G̃ i b¦dzie wykorzystywany dalej.

Lemat 4.5.9 ([H2, Lemma 4]). Niech g1, . . . , gn ∈ G b¦d¡ takimi elementami, »e g1g2 · · · gn =

G1. Dla i = 1, . . . , n niech g̃i b¦dzie podniesieniem elementu gi. Wówczas (g̃1 · · · g̃n)k = idΓ̃.

Korzystaj¡c z powy»szych faktów, dowody Twierdze« 4.5.7 oraz 4.5.5 s¡ do±¢ proste,
dlatego przedstawiam je poni»ej.
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Dowód Twierdzenia 4.5.6. Na mocy Twierdzenia 4.5.7 graf Γ̃ jest grafem Cayleya
Cay(G̃, S̃). Najpierw rozwa»my przypadek, gdy »adna kraw¦d¹ grafu Γ nie rozcina Γ.
D. Wise [Wis, Section 9] oraz [Wis12, Section 10.3] zauwa»yª, »e zbiór wierzchoªków Z2�
homologicznego nakrycia grafu posiada naturaln¡ struktur¦ przestrzeni ze ±cianami. Analo-
giczna struktura istnieje dla Zk�homologicznego nakrycia (por. np. [Khu14, str. 57]): prze-
ciwobraz ka»dej otwartej kraw¦dzi grafu Γ rozcina przykrycie Γ̃ na k spójnych skªadowych.
Taki podziaª zbioru wierzchoªków Γ̃ wyznacza 2k−1− 1 podziaªów na dwa niepuste zbiory �
s¡ to ±ciany w przestrzeni ze ±cianami (Γ̃(0),W). Oczywi±cie grupa G̃ dziaªa na (Γ̃(0),W): dla
ka»dego generatora s̃ ∈ S̃ ±ciana odpowiadaj¡ca kraw¦dzi e ∈ E jest przeksztaªcana przez s̃
na ±cian¦ odpowiadaj¡c¡ kraw¦dzi s(e). Jasne jest, »e dziaªanie to ma orbity nieograniczone
wzgl¦dem pseudometryki ±cian.

W przypadku, gdy istnieje kraw¦d¹ rozcinaj¡ca graf Γ, jej translacje przez G wyznaczaj¡
przestrze« ze ±cianami (Γ(0),W ′). Dziaªanie grupy G na (Γ(0),W ′) ma orbity nieograniczone
i indukuje dziaªanie grupy G̃ na (Γ(0),W ′) o tej samej wªasno±ci.

Na koniec, na mocy [Nic04, CN05a], wnioskujemy, »e G̃ dziaªa z nieograniczonymi orbi-
tami na odpowiadaj¡cym jej CAT(0) kompleksie kostkowym. �

Dowód Twierdzenia 4.5.5. Niech G = B(m,n) b¦dzie niesko«czon¡ woln¡ grup¡ Burn-
side'a. Niech Γ b¦dzie jej grafem Cayleya wzgl¦dem (symetrycznego) zbioru generatorów
S, gdzie |S| = 2m. Z Twierdzenia 4.5.7 wynika, »e kubizacja G̃ grupy G wzgl¦dem Γ jest
grup¡ o gra�e Cayleya Γ̃ = Cay(G̃, S̃), b¦d¡cym Zk�homologicznym nakryciem Γ, gdzie
S̃ = {s̃ | s ∈ S}. Dla ka»dego sªowa w = s̃1 · · · s̃l mamy (s1 · · · sl)n = G1, a zatem �
na mocy Lematu 4.5.9 � wkn = G̃1. Wynika st¡d, »e kubizacja G̃ jest grup¡ Burnside'a
o wykªadniku kn. Z Twierdzenia 4.5.6 otrzymujemy, »e G̃ dziaªa z nieograniczonymi orbi-
tami na CAT(0) kompleksie kostkowym. Poniewa» G̃ jest ilorazem wolnej grupy Burnside'a
B(m, kn), równie» ta ostatnia dopuszcza analogiczne dziaªanie. �

Twierdzenie 4.5.6 mo»e by¢ u»yte do wykazania istnienia dziaªa« z nieograniczonymi
orbitami na CAT(0) kompleksach kostkowych dla innych klas grup. W szczególno±ci otrzy-
mujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.5.10 ([H2, Corollary 1]). Je»eli grupa zadana prezentacj¡ 〈S | r1, r2, . . .〉 jest
niesko«czona, to grupa o prezentacji 〈S | rk1 , rk2 , . . .〉 dziaªa z nieograniczonymi orbitami na
CAT(0) kompleksie kostkowym.

Wynik ten stosuje si¦ do klas grup zadanych prezentacjami, w których relatory s¡ wªa±ci-
wymi pot¦gami. Nale»y tu wiele wa»nych klasycznych przykªadów: uogólnione grupy trójk¡-
towe, uogólnione grupy von Dycka, grupy zadane prezentacjami Coxetera typów (l,m |n, k),
(l,m, n; q) oraz Gm,n,p (por. np. [Tho95] i literatur¦ tam cytowan¡), a tak»e ró»ne grupy
maªych skre±le« (por. np. [Wis, Wis12] i literatur¦ tam zawart¡).

Uwaga. W dodatku A comment on Osajda's �Group cubization� paper do pracy [H2] Mi-
kaël Pichot przedstawia alternatywny dowód pewnej wersji Twierdzenia 4.5.5. Dowód ten
jest jednak mniej ogólny (nie obejmuje przypadku grup generowanych przez dwa elementy,
tj. B(2, n)) i opiera si¦ na wcze±niejszych nietrywialnych wynikach dotycz¡cych produktów
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wiankowych grup [CMV04, Neu05] (podczas gdy moje metody s¡ bardzo elementarne). Po-
nadto istotnym aspektem mojej pracy jest samo wprowadzenie techniki kubizacji � por.
tak»e Rozdziaª 4.6.1 poni»ej.

4.5.3 Gªówne wyniki z pracy [H3]

Gªównym celem artykuªu [H3] jest przedstawienie techniki konstruowania sko«czenie genero-
wanych grup, w których grafy Cayleya zadane (niesko«czone) grafy zanurzaj¡ si¦ izometrycz-
nie. Pozwala to otrzymywa¢ grupy posiadaj¡ce wªasno±ci w pewnym sensie odzwierciedlaj¡ce
wªasno±ci tych tych ostatnich grafów. W szczególno±ci konstruuj¦ grupy bez wªasno±ci A Gu-
olianga Yu, które s¡ zgrubnie zanurzalne w przestrze« Hilberta (por. ni»ej), oraz grupy, w
których grafy Cayleya pewne ekspandery zanurzaj¡ si¦ izometrycznie. Te ostatnie grupy nie
s¡ zatem zgrubnie zanurzalne w przestrze« Hilberta i dla nich zawodz¡ ró»ne wersje hipotezy
Bauma�Connesa. Ogólnym narz¦dziem, z którego korzystam, jest teoria gra�cznych maªych
skre±le«; por. Rozdziaª 4.4.7. Gªównym problemem technicznym jest wówczas znalezienie
odpowiednich etykietowa« maªych skre±le« dla rozwa»anych grafów.

Etykietowania maªych skre±le« pewnych grafów

Etykietowanie grafu mo»na rozumie¢ jako przypisanie etykiet skierowanym kraw¦dziom lub
równowa»nie jako odwzorowanie w bukiet � por. Rozdziaª 4.4.7. Etykietowanie speªnia pe-
wien warunek maªych skre±le«, gdy etykietowanie dªugiej ±cie»ki (dªugiej w porównaniu z
popr¦giem grafu) nie pojawia si¦ w dwóch ró»nych miejscach; por. Rozdziaª 4.4.7. W naszych
zastosowaniach interesuje nas sko«czony zbiór etykiet oraz grafy b¦d¡ce niesko«czonymi roz-
ª¡cznymi sumami grafów sko«czonych o stopniu jednostajnie ograniczonym. Przykªadami s¡
ci¡gi sko«czonych grafów D�regularnych dla ustalonego D > 2. Dla takich grafów jedynym
znanym dotychczas etykietowaniem typu �maªe skre±lenia� byªo sªynne etykietowanie Gro-
mowa pewnych ekspanderów [Gro03] (por. omówienia tej konstrukcji w [AD08, Cou14]). Ety-
kietowanie Gromowa jest w pewnym sensie losowe (generyczne) i jako takie nie speªnia wa-
runku maªych skre±le«, z którego korzystamy. W konsekwencji etykietowanie to daje jedynie
sªabe zanurzenie w sensie [Ost13, De�nition 7.2], a nie zanurzenie zgrubne grafów (relatorów)
w odpowiadaj¡c¡ im grup¦. Przypomnijmy, »e odwzorowanie f : (X, dX) → (Y, dY ) mi¦dzy
przestrzeniami metrycznymi jest zanurzeniem zgrubnym, je»eli dY (f(xn), f(yn))→∞ wtedy
i tylko wtedy, gdy dX(xn, yn)→∞ dla dowolnych ci¡gów (xn), (yn).

W pracy rozwa»am ci¡gi Θ = (Θn)n∈N rozª¡cznych sko«czonych grafów spójnych o stop-
niu ograniczonym przez D > 0. Ponadto zachodzi girth Θn −−−→

n→∞
∞ oraz ci¡g Θ speªnia

warunek

diam Θn 6 A girth Θn, (4.2)

gdzie diam oznacza ±rednic¦, girth popr¦g, czyli dªugo±¢ najkrótszego cyklu prostego, a A
jest staª¡ uniwersaln¡ (niezale»n¡ od n). Ustalamy staª¡ maªych skre±le« λ ∈ (0, 1/6] oraz
zakªadamy, »e 1 < bλgirth Θnc < bλgirth Θn+1c.
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Najciekawsze przypadki zachodz¡ dla D > 2. Takie ci¡gi istniej¡: przykªadem s¡ grafy
Ramanujana z [Mar88, LPS88]. S¡ to przykªady ekspanderów (grafów); por. [Ms97].

Gªównym wynikiem technicznym pracy [H3], jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.11 ([H3, Theorem 1]). Dla ka»dego λ > 0 istnieje etykietowanie maªych
skre±le« typu C ′(λ) ci¡gu (Θn)n∈N nad sko«czonym zbiorem etykiet.

Jest dobrze znane (por. np. [Gro03, Oll06]), »e speªnienie tak silnego warunku maªych
skre±le« implikuje, i» w konstruowanych grupach grafy Θn zanurzaj¡ si¦ izometrycznie w
grafy Cayleya; por. Lemat 4.4.8.

Twierdzenie 4.5.12 ([H3, Theorem 3.2]). Niech G b¦dzie grup¡ zadan¡ gra�czn¡ prezentacj¡
〈Γ |Θ〉, gdzie lokalne izometrie Θn → Γ s¡ wyznaczone przez etykietowania mn. Wówczas
ka»dy graf Θn zanurza si¦ izometrycznie w graf Cayleya grupy G danej prezentacj¡ 〈Γ |Θ〉.

Do konstruowania wymaganych etykietowa« wykorzystuj¦ techniki kombinatoryczne (ko-
lorowania grafów) [AGHuR02] oparte na Lemacie lokalnym Lovásza; por. Rozdziaª 4.4.6.
Warto podkre±li¢, »e cho¢ rdze« metody ma charakter probabilistyczny (podobnie jak w
technikach Gromowa), to istnieje zasadnicza ró»nica: szukam dowolnego etykietowania speª-
niaj¡cego wymagane wªasno±ci, podczas gdy w podej±ciu Gromowa analizuje si¦ wªasno±ci
etykietowania losowego. Ró»nica ta jest kluczowa dla uzyskania silniejszych wªasno±ci, o
których byªa mowa powy»ej.

Narz¦dzia u»ywane w obu podej±ciach s¡ ró»ne, a przedstawiony argument jest równie»
relatywnie krótki (s. 5�14 pracy) w porównaniu z argumentem Gromowa zaprezentowanym
w [AD08].

Poni»ej opisuj¦ konkretne zastosowania skonstruowanych etykietowa« maªych skre±le«.
Ponadto sama konstrukcja oraz ogólna technika kombinatoryczna rozwini¦ta w tej pracy
stanowi¡ istotne narz¦dzia, które znalazªy liczne dalsze zastosowania; por. Rozdziaª 4.6.3.

Grupy z ekspanderami w grafach Cayleya

Wykorzystuj¡c swoje etykietowanie ekspanderów, Gromov skonstruowaª sko«czenie genero-
wan¡ grup¦, dla której istnieje sªabe zanurzenie ekspandera w sensie [Ost13, De�nition 7.2]
[Gro03]. Sªabe zanurzenie nie musi by¢ zanurzeniem zgrubnym i w konstrukcji Gromowa nie
mo»na uzyska¢ tego drugiego. Posiadanie sªabo zanurzonych ekspanderów wystarcza, aby
stwierdzi¢, »e grupa nie jest zgrubnie zanurzalna w przestrze« Hilberta [Gro03] lub »e zawodzi
dla niej hipoteza Bauma�Connesa ze wspóªczynnikami [HLS02] (por. nasze Wnioski 4.5.14
i 4.5.15). Jednak w wielu innych sytuacjach wydaje si¦ konieczne posiadanie rzeczywistego
zanurzenia zgrubnego ekspandera, aby uzyska¢ po»¡dane wªasno±ci; por. np. [WY12]. Moje
etykietowania pozwalaj¡ dostarczy¢ grup o takiej wªasno±ci, a nawet o silniejszych, co poka-
zuje nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 4.5.13 ([H3, Theorem 4]). Istniej¡ sko«czenie generowane grupy, w których
grafy Cayleya ekspandery zanurzaj¡ si¦ izometrycznie.
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Istnienie takich przykªadów jest kluczowe dla pewnych analiz zawodzenia hipotezy Bau-
ma�Connesa ze wspóªczynnikami, jak w [WY12, Theorem 8.3] (por. Wniosek 4.5.15) czy
w [BGW16, Section 7]. Poza monstrami Gromowa (oraz grupami pochodnymi) moje przy-
kªady s¡ jedynymi znanymi obecnie sko«czenie generowanymi kontrprzykªadami do hipotezy
Bauma�Connesa ze wspóªczynnikami oraz jedynymi znanymi sko«czenie generowanymi gru-
pami niezanurzalnymi zgrubnie w przestrze« Hilberta.

Jako bezpo±redni¡ konsekwencj¦ Twierdzenia 4.5.13 oraz wyniku Sapira [Sap14] otrzymu-
jemy istnienie zamkni¦tych rozmaito±ci asferycznych, których grupy podstawowe zawieraj¡
zgrubnie zanurzone ekspandery; por. Wniosek 4.5.16. S¡ to pierwsze przykªady tego typu.

Zauwa»my, »e w pewnych sytuacjach konieczne mo»e by¢ rzeczywiste izometryczne za-
nurzenie zadanych grafów w grupach � dzieje si¦ tak na przykªad w naszej konstrukcji grup
PW bez wªasno±ci A, przedstawionej w nast¦pnej podsekcji, gdzie jest to potrzebne do sub-
telnej konstrukcji ±cian. S¡dzimy, »e wªasno±¢ ta mo»e by¢ kluczowa równie» dla dalszych
zastosowa«. Ponadto izometryczne zanurzenie jest istotne w [H4] oraz w kolejnych pracach;
por. Rozdziaª 4.6.3.

Ekspandery nie dopuszczaj¡ zanurze« zgrubnych w przestrzenie Hilberta [Ms97]. Z [HLS02,
Section 7] wynika, »e grupy zawieraj¡ce zgrubnie zanurzone ekspandery nie speªniaj¡ hipo-
tezy Bauma�Connesa ze wspóªczynnikami. Nast¦puj¡cy wniosek jest bezpo±redni¡ konse-
kwencj¡ powy»szych wyników oraz Twierdzenia 4.5.12.

Wniosek 4.5.14 ([H3, Corollary 3.3]). Je»eli Θ jest ekspanduj¡cym ci¡giem grafów, to grupa
〈Γ |Θ〉 nie jest zgrubnie zanurzalna w przestrze« Hilberta i nie speªnia hipotezy Bauma�Con-
nesa ze wspóªczynnikami.

Nast¦pny wynik zostaª udowodniony w [WY12] dla grup zawieraj¡cych zgrubnie zanu-
rzone ekspandery. Jak wyja±niono wy»ej, dla grup Gromowa mamy jedynie sªabe zanurzenie.
Moja konstrukcja dostarcza zatem pierwszych przykªadów grup, dla których zachodzi wnio-
sek nast¦puj¡cego twierdzenia.

Wniosek 4.5.15 ([WY12, Corollary 1.7]). Niech G b¦dzie grup¡ zadan¡ gra�czn¡ prezentacj¡
〈Γ |Θ〉, gdzie lokalne izometrie Θn → Γ s¡ wyznaczone przez etykietowania mn, a Θ jest ci¡-
giem grafów ekspanduj¡cych o rosn¡cym obwodzie. Niech X b¦dzie obrazem izometrycznego
zanurzenia Θ w graf Cayleya Y grupy G. Dla n ∈ N niech Xn = {y ∈ Y | dY (y,X) 6 n},
An = l∞(Xn,K) oraz A = limn→∞ l

∞(Xn,K), gdzie K jest algebr¡ operatorów zwartych
na ustalonej niesko«czenie wymiarowej separowalnej przestrzeni Hilberta. Wówczas prawe
dziaªanie grupy G na Y nadaje A struktur¦ G�C∗�algebry i:

1. odwzorowanie (assembly map) Bauma�Connesa dla G ze wspóªczynnikami w A jest
iniektywna;

2. odwzorowanie (assembly map) Bauma�Connesa dla G ze wspóªczynnikami w A nie jest
surjektywna;

3. maksymalne odwzorowanie Bauma�Connesa (maximal Baum-Connes assembly map)
dla G ze wspóªczynnikami w A jest izomor�zmem.
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Podobnie, istnienie grup zawieraj¡cych zgrubnie zanurzone ekspandery jest kluczowe dla
wyników z [BGW16, Section 7].

Sapir [Sap14] opracowaª technik¦ zanurzania grup o kombinatorycznie asferycznych reku-
rencyjnych kompleksach prezentacyjnych w grupy o sko«czonych kombinatorycznie asferycz-
nych kompleksach prezentacyjnych. Prezentacja dana etykietowaniem (Θ,m) z Twierdze-
nia 4.5.12 jest asferyczna; por. np. [Oll06]. Jest ona równie» rekurencyjna � etykietowanie
(Θ,m) mo»na znale¹¢ algorytmem �brute force�. Zanurzaj¡c grup¦ 〈Γ |Θ〉 z Wniosku 4.5.14
w grup¦ sko«czenie prezentowan¡, otrzymujemy pierwsze przykªady takich grup zgrubnie
zawieraj¡cych ekspandery. W konsekwencji, wykorzystuj¡c techniki Sapira oraz Twierdze-
nie 4.5.12, otrzymujemy pierwsze przykªady nast¦puj¡cych rozmaito±ci.

Wniosek 4.5.16 ([H3, Corollary 3.5]). Istniej¡ domkni¦te rozmaito±ci asferyczne o wymiarze
4 i wi¦kszym, których grupy podstawowe zawieraj¡ zgrubnie zanurzone ekspandery.

Grupy niedokªadne z wªasno±ci¡ Haagerupa

Wªasno±¢ A, czyli zgrubna ±redniowalno±¢, zostaªa wprowadzona przez Guolianga Yu [Yu00]
w kontek±cie bada« nad hipotez¡ Bauma�Connesa. Jednorodnie dyskretna przestrze« me-
tryczna (X, d) ma wªasno±¢ A, je»eli dla ka»dego ε > 0 oraz R > 0 istnieje rodzina sko«czo-
nych zbiorów {Ax}x∈X , gdzie Ax ⊆ X × N, oraz staªa S > 0 takie, »e:

1. |Ax4Ay |
|Ax∩Ay | 6 ε dla d(x, y) 6 R;

2. Ax ⊆ B(x, S)× N.

Sko«czenie generowana grupa ma wªasno±¢ A, je»eli jest zgrubnie ±redniowalna dla metryki
sªów wzgl¦dem pewnego sko«czonego zbioru generatorów.

Wªasno±¢ A mo»na traktowa¢ jako sªab¡ (nieekwiwariantn¡) wersj¦ ±redniowalno±ci i �
podobnie jak ona � ma ona wiele równowa»nych sformuªowa« oraz liczne istotne zastoso-
wania; por. np. [Wil09, NY12]. Dla przeliczalnych dyskretnych grup wªasno±¢ A jest równo-
wa»na: istnieniu topologicznie ±redniowalnego dziaªania na zwartej przestrzeni Hausdor�a
[HR00], dokªadno±ci zredukowanej C∗-algebry [GK02, Oza00], wªasno±ci �nuclearity� jedno-
rodnej algebry Roe [Roe03], oraz kilku innym wªasno±ciom geometrycznym i analitycznym;
por. np. [NY12, s. 81�82].

Wªasno±¢ A implikuje zgrubn¡ zanurzalno±¢ w przestrze« Hilberta [Yu00]. Analogicznie,
±redniowalno±¢ implikuje wªasno±¢ Haagerupa (tj. a�T�±redniowalno±¢ w sensie Gromowa).
Poni»szy diagram przedstawia relacje (strzaªki oznaczaj¡ implikacje) pomi¦dzy tymi wªasno-
±ciami dla grup; por. np. [NY12, s. 124]. Zauwa»my, »e poj¦cia po prawej stronie mo»na
traktowa¢ jako nieekwiwariantne odpowiedniki poj¦¢ po lewej stronie.

wªasno±¢ Haagerupa zgrubna zanurzalno±¢ w l2

±redniowalno±¢ wªasno±¢ A

............................................................................... ............

................................................................................................................................................................................................................... ............

.............................................................................................
.....
.......
.....

.............................................................................................
.....
.......
.....
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W ±wietle powy»szego pojawiªo si¦ naturalne pytanie, które przed prac¡ [H3] pozostawaªo
otwarte: czy grupy zgrubnie zanurzalne w przestrze« Hilberta maj¡ wªasno±¢ A? � por. np.
[AD02, Remark 3.8(2)], [HG04, Problem 3.4], [GK04, s. 257 i 261], [Nib, s. 6], [AD08,
s. 27], [Wil09, s. 251] czy [NY12, Open Question 5.3.3]. Próby odpowiedzi na to pytanie
(prównie» pozytywnej) przyci¡gn¦ªy znaczn¡ uwag¦ badaczy i zapocz¡tkowaªy wiele nowych
idei. Dowodz¦ twierdzenia silniejszego.

Twierdzenie 4.5.17 ([H3, Theorem 2]). Istniej¡ sko«czenie generowane grupy dziaªaj¡ce
wªa±ciwie na CAT(0) kompleksach kostkowych i nieposiadaj¡ce wªasno±ci A.

Dziaªanie wªa±ciwe na CAT(0) kompleksie kostkowym jest równowa»ne dziaªaniu wªa-
±ciwemu na przestrzeni ze ±cianami [HP98, Nic04, CN05b], czyli posiadaniu wªasno±ci PW
(w terminologii [Cor15]). Implikuje to w szczególno±ci wªasno±¢ Haagerupa, a zatem ekwi-
wariantn¡ zgrubn¡ zanurzalno±¢ w przestrze« Hilberta. Twierdzenie 4.5.17 pokazuje, »e
powy»szy diagram jest zupeªny � nie zachodz¡ mi¦dzy tymi wªasno±ciami »adne inne impli-
kacje; por. [NY12, s. 124]. Poza monstrami Gromowa [Gro03], grupy skonstruowane w [H3]
s¡ w istocie jedynymi znanymi obecnie sko«czenie generowanymi grupami bez wªasno±ci A;
por. np. [Now07], [Nib, s. 6], [AD08, s. 28], [Wil09, s. 251 oraz Section 7.5] czy [NY12, Open
Question 4.5.4] dla uwag i pyta« pokrewnych.

Zauwa»my, »e brak wªasno±ci A byª przez niektórych badaczy uwa»any za istotn¡ prze-
szkod¦ dla speªnienia ró»nych wersji hipotezy Bauma�Connesa. Kwesti¦ t¦ wyja±nia Twier-
dzenie 4.5.17: istniej¡ grupy bez wªasno±ci A, które posiadaj¡ wªasno±¢ Haagerupa. Dla
takich grup silna hipoteza Bauma�Connesa jest speªniona [HK01].

Zgrubnie nie±redniowalne grupy zanurzalne w przestrze« Hilberta skonstruowane w [H3]
s¡ zadane przez niesko«czone gra�czne prezentacje maªych skre±le«; por. Rozdziaª 4.4.7.
Niesko«czona rodzina grafów b¦d¡cych relatorami skªada si¦ z pewnych nakry¢ grafów regu-
larnych o obwodach rosn¡cych do niesko«czono±ci. Relatory s¡ grafami ze ±cianami, a zatem
istnieje system ±cian równie» dla samej grupy. W konsekwencji grupa dziaªa na przestrzeni
ze ±cianami. Dziaªanie to jest wªa±ciwe, je»eli speªnione s¡ dodatkowe warunki. Badam taki
warunek � wªa±ciwy warunek rzadkiego u±ciennienia (proper lacunary walling condition),
który stanowi teori¦ interesuj¡c¡ sam¡ w sobie. W szczególno±ci otrzymuj¦ nast¦puj¡cy
wynik.

Twierdzenie 4.5.18 ([H3, Theorem 3]). Je»eli kompleks X speªnia wªa±ciwy warunek rzad-
kiego u±ciennienia, to pseudometryka ±cian jest wªa±ciwa. W konsekwencji grupa dziaªaj¡ca
wªa±ciwie na X dziaªa wªa±ciwie na CAT(0) kompleksie kostkowym.

Grupa jak w Twierdzeniu 4.5.18 jest konstruowana w taki sposób, »e wªa±ciwy warunek
rzadkiego u±ciennienia jest speªniony dla przestrzeni, na której grupa dziaªa wªa±ciwie. W
konsekwencji grupa ta dziaªa wªa±ciwie na CAT(0)

4.5.4 Gªówne wyniki z pracy [H4]

Sko«czenie generowan¡ grup¦ nazywamy niedokªadn¡ (ang. non-exact), je»eli jej zreduko-
wana C∗�algebra nie jest dokªadna (ang. non-exact). Równowa»nie, grupa taka nie ma
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wªasno±ci A Guolianga Yu; por. poprzedni rozdziaª. Wi¦kszo±¢ klasycznych grup jest do-
kªadna, to znaczy nie jest niedokªadna. Pierwszymi przykªadami grup niedokªadnych byªy
tzw. monstra Gromowa [Gro03]. Praca [H4] opiera si¦ na mojej konstrukcji grup zawieraj¡-
cych izometrycznie zanurzone ekspandery, przedstawionej w [H3]. Gªównym wynikiem pracy
[H4] jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.19 ([H4, Main Theorem]). Istniej¡ sko«czenie generowane, rezydualnie
sko«czone grupy niedokªadne zadane przez niesko«czone gra�czne prezentacje maªych skre-
±le«.

Twierdzenie to rozwi¡zuje jedno z pyta« z rozdziaªu Open Problems ksi¡»ki Browna
i Ozawy [BO08, Problem 10.4.6]; tam te» mo»na znale¹¢ motywacj¦ dla tego problemu.
Moje zainteresowanie tym zagadnieniem jest dwojakie. Po pierwsze, planowaªem wykorzy-
sta¢ skonstruowane tam rezydualnie sko«czone grupy niedokªadne do uzyskania dalszych, w
istotnym sensie nowych, przykªadów grup niedokªadnych. Po drugie, uwa»am, »e moje przy-
kªady mog¡ by¢ u»yteczne w konstruowaniu i badaniu przestrzeni metrycznych o nowych,
interesuj¡cych wªasno±ciach zgrubnej geometrii.

Dokªadniej, niech G b¦dzie sko«czenie generowan¡, niesko«czon¡ grup¡ rezydualnie sko«-
czon¡ oraz niech (Ni)

∞
i=1 b¦dzie ci¡giem jej normalnych podgrup o sko«czonym indeksie

takim, »e
∞⋂
i=1

Ni = {1}.

Przestrzeni¡ pudeªkow¡ (ang. box space) grupy G odpowiadaj¡c¡ ci¡gowi (Ni) nazywamy
zgrubn¡ rozª¡czn¡ sum¦

⊔∞
i=1 G/Ni, gdzie ka»d¡ ilorazow¡ grup¦ G/Ni wyposa»amy w me-

tryk¦ sªów pochodz¡c¡ od ustalonego sko«czonego zbioru generatorów grupy G. Wªasno±ci
grupy G s¡ cz¦sto ±ci±le powi¡zane z wªasno±ciami zgrubno-geometrycznymi jej przestrzeni
pudeªkowej. Na przykªad grupa jest ±redniowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej przestrze«
pudeªkowa ma wªasno±¢ A [Roe03, Proposition 11.39]. Przestrzenie pudeªkowe stanowi¡
pot¦»ne narz¦dzie do konstruowania przestrzeni metrycznych o interesuj¡cych wªasno±ciach
zgrubnej geometrii; por. np. [Roe03, Section 11.3]. Zastosowania wyników z [H4] w tym
kierunku omawiam w Rozdziale 4.6.4.

Idea konstrukcji grup z Twierdzenia 4.5.19 jest nast¦puj¡ca. Grupa zadana jest przez
niesko«czon¡ gra�czn¡ prezentacj¦ maªych skre±le«; por. Rozdziaª 4.4.7. Jest ona granic¡
prost¡ ci¡gu grup (Gi) z epimor�cznymi odwzorowaniami wi¡»¡cymi. Ka»da grupa Gi po-
siada gra�czn¡ prezentacj¦ maªych skre±le« b¦d¡c¡ sko«czonym fragmentem prezentacji nie-
sko«czonej. Fragmenty te konstruowane s¡ indukcyjnie, z wykorzystaniem wyników z [H3],
w taki sposób, aby speªnione byªy nast¦puj¡ce warunki. Ka»da grupa Gi jest hiperboliczna
i dziaªa geometrycznie na CAT(0) kompleksie kostkowym (na mocy warunku (B) poni»ej),
a zatem jest rezydualnie sko«czona na mocy [Ago13]. Dla ka»dego i istnieje homomor�zm
ϕi : Gi → Fi do grupy sko«czonej taki, »e »aden nietrywialny element i�kuli wokóª jedno±ci
nie jest odwzorowywany na element neutralny. Ka»dy homomor�zm ϕi faktoryzuje si¦ przez
epimor�zmy Gi � Gj, co indukuje homomor�zm grupy granicznej G do grupy sko«czonej,
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iniektywny na du»ej kuli. St¡d wynika rezydualna sko«czono±¢ grupy G. Z kolei niedo-
kªadno±¢ grupy G wynika z faktu, »e jej graf Cayleya zawiera ci¡g grafów (relatorów) bez
wªasno±ci A.

Ustalmy λ ∈ (0, 1/24] oraz liczb¦ naturaln¡ D > 3. Niech (Θ, l) = (Θi, li)
∞
i=1 b¦dzie

ci¡giem grafów D�regularnych z etykietowaniem l speªniaj¡cym nast¦puj¡c¡ wzmocnion¡
wersj¦ warunku maªych skre±le« C ′(λ): ka»da ±cie»ka w Θi o dªugo±ci co najmniej λ girth(Θi)
ma etykietowanie ró»ne od etykietowania dowolnej innej ±cie»ki. Takie ci¡gi konstruowane
s¡ w [H3].

Konstruuj¦ ci¡g (Θ̂, l̂) = (Θ̂i, l̂i)
∞
i=1 normalnych nakry¢ grafów (Θi, li) z etykietowaniem

indukowanym l̂. Przez Gi oznaczam sko«czenie prezentowan¡ grup¦ dan¡ gra�czn¡ prezen-
tacj¡

Gi = 〈S | Θ̂1, Θ̂2, . . . , Θ̂i〉.

Odwzorowania ilorazowe oznaczamy przez qji : Gi � Gj, przy czym qi+1
i oznaczamy skrótowo

przez qi. Równocze±nie konstruuj¦ homomor�zmy ϕji : Gi → Fj dla i > j, przy czym ϕii
oznaczamy przez ϕi. Oznaczamy

G = lim−→(Gi, q
j
i ),

a przez q∞i : Gi → G oraz ϕi∞ : G→ Fi odpowiednie odwzorowania graniczne.
Wymagamy, aby etykietowane grafy (Θ̂i, l̂i)

∞
i=1 oraz homomor�zmy ϕji : Gi → Fj speªniaªy

nast¦puj¡ce warunki:

(A) (Θ̂1, l̂1), (Θ̂2, l̂2), . . . jest etykietowaniem maªych skre±le« typu C ′(λ);

(B) (Θ̂1, l̂1), . . . , (Θ̂i, l̂i) dopuszcza wªa±ciwe Z2�u±ciennienie dla ka»dego i;

(C) ϕj(g) 6= 1 dla ka»dego j oraz ka»dego g ∈ Bj(1,Cay(Gj, S)) \ {1};

(D) ϕjl ◦ qlk = ϕjk dla wszystkich j 6 k 6 l.

W szczególno±ci poni»szy diagram jest przemienny.

G1 G2 G3 Gj Gj+1 Gi Gi+1 G

FjF1

ϕ1
2

ϕ1
3

ϕ1 ϕj
ϕj
j+1

ϕj
i

ϕj
∞

ϕj
i+1

q1 q2 q3 qj qj+1 qi qi+1

qj2
qij

q∞2

q∞i

Grafy Θ̂i, grupy sko«czone Fi oraz homomor�zmy ϕji (kiedy j 6 i) konstruuj¦ indukcyjnie
wzgl¦dem i.
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Dowód Twierdzenia gªównego. Prezentacja 〈S | Θ̂1, Θ̂2, . . .〉 jest gra�czn¡ prezentacj¡
maªych skre±le« typu C ′(λ) na mocy warunku (A). Zatem graf Cayleya Cay(G,S) zawiera
izometrycznie zanurzone kopie wszystkich grafów Θ̂i na mocy Lematu 4.4.8. Innymi sªowy,
Cay(G,S) zawiera ci¡g grafów D�regularnych o rosn¡cym popr¦gu, a zatem grupa G jest
niedokªadna na mocy [Wil11].

Poka»emy teraz, »e grupa G jest rezydualnie sko«czona. We¹my nietrywialny element
g ∈ G. Niech i b¦dzie tak¡ liczb¡, »e g ∈ Bi(1,Cay(G,S)). Wówczas istnieje element g′ ∈ Gi

taki, »e q∞i (g′) = g oraz g′ ∈ Bi(1,Cay(Gi, S)). Dla homomor�zmu ϕi∞ : G → Fi do grupy
sko«czonej Fi mamy

ϕi∞(g) = ϕi∞ ◦ q∞i (g′) = ϕi(g
′) 6= 1,

na mocy warunków (D) oraz (C). Dowodzi to, »e grupa G jest rezydualnie sko«czona. �

4.6 Dalsze konsekwencje gªównych wyników z prac [H1]�[H3]

W niniejszej sekcji opisuj¦ kilka wybranych wyników innych autorów, stanowi¡cych zastoso-
wania moich rezultatów z prac [H1]�[H4].

4.6.1 Dalsze konsekwencje gªównych wyników z pracy [H1]

Niedawno, wykorzystuj¡c moj¡ konstrukcj¦ z pracy [H1], Lafont�Minemyer�Sorcar�Stover�
Wells [LMS+25] skonstruowali hiperboliczne grupy Coxetera, które wirtualnie rozwªókniaj¡
(�ber) si¦ nad Z w ka»dym wirtualnym wymiarze kohomologicznym n ≥ 2.

Poza Geometryczn¡ Teori¡ Grup oraz dziedzinami z ni¡ powi¡zanymi (w szczególno±ci
K-teori¡ oraz algebrami operatorowymi), techniki kombinatorycznej nieujemnej krzywizny
znalazªy w ostatnich latach istotne zastosowania równie» w dalszych obszarach matematyki
oraz w informatyce.

Na przykªad w pracach [BC18, CKV19] zauwa»ono, »e kombinatoryczne konstrukcje wy-
soko wymiarowych hiperbolicznych w sensie Gromowa grup z prac [JSa03, JSa06, H1] maj¡
zastosowania w algebrze przemiennej, umo»liwiaj¡c konstruowanie interesuj¡cych przykªa-
dów w tej dziedzinie.

Jeszcze bardziej zaskakuj¡ce zastosowanie pojawiªo si¦ w teorii uczenia maszynowego. W
pracy Brukhim�Carmon�Dinur�Moran�Yehudayo� [BCD+22] autorzy skonstruowali przy-
kªady rozstrzygaj¡ce dªugo otwarte pytanie Natarajana, konstruuj¡c klas¦ nieuczaln¡ (non-
learnable) o wymiarze Natarajana równym 1. Kluczowym skªadnikiem dowodu jest kon-
strukcja wysoko wymiarowych pseudorozmaito±ci o kombinatorycznie ujemnej krzywi¹nie,
podana przez Januszkiewicza��wi¡tkowskiego w pracach [JSa03, JSa06]. Konstrukcja ta
opiera si¦ na budowie lokalnie CNPC kompleksów grup. W [AHK+23] sugerowane s¡ dalsze
zastosowania w tym kierunku rezultatów z [H1].

4.6.2 Dalsze konsekwencje gªównych wyników z pracy [H2]

Ashcroft [Ash22] wykazaª, »e losowe grupy w modelu losowym Gromowa przy g¦sto±ci d <
1/4 nie maj¡ wªasno±ci (T) Kazhdana. Dowód ten opiera si¦ na wykorzystaniu pewnej wersji
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kubizacji wprowadzonej w pracy [H2].

4.6.3 Dalsze konsekwencje gªównych wyników z pracy [H3]

Hume [Hum17] wykazaª, »e istnieje continuum parami ró»nych sko«czenie generowanych
grup, których grafy Cayleya nie s¡ równowa»ne w silnym sensie, wykorzystuj¡c moj¡ kon-
strukcj¦ grup z pracy [H3].

Coulon i Gruber [CG19] skonstruowali grupy torsyjne zawieraj¡ce ekspandery, korzysta-
j¡c z mojego etykietowania maªych skre±le« z pracy [H3].

Arzhantseva i Tessera [AT19] udowodnili, »e zgrubna zanurzalno±¢ w przestrze« Hilberta
nie jest zachowana przez rozszerzenia grup, wykorzystuj¡c moj¡ technik¦ zanurzania grafów
w grupy z pracy [H3].

Parametr twin-width jest niezmiennikiem grafowym maj¡cym zastosowania w algoryt-
mice, kombinatoryce oraz sko«czonej teorii modeli. Bonnet�Geniet�Tessera�Thomassé
[dBGTT22] wykazali, »e istniej¡ sko«czenie generowane grupy o niesko«czonej warto±ci tego
parametru, co wyja±nia kilka otwartych pyta« w teorii grafów. Dowód ten w istotny sposób
opiera si¦ na etykietowaniach maªych skre±le« skonstruowanych w pracy [H3].

4.6.4 Dalsze konsekwencje gªównych wyników z pracy [H4]

Pillon [Pil18] oraz Sawicki [Saw19] scharakteryzowali przestrzenie pudeªkowe (box spaces)
rezydualnie sko«czonych grup niedokªadnych w kategoriach geometrycznych. Takie charak-
teryzacje maj¡ sens dzi¦ki istnieniu tego typu grup, zapewnionemu przez wyniki pracy [H4].

5 Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywno±ci¡ na-

ukow¡ albo artystyczn¡ realizowan¡ w wi¦cej ni» jed-

nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,

w szczególno±ci zagranicznej

1. Wykªady zaproszone (invited lectures) na konferencjach, warsztatach itp., od 2016:

� 22-24.02.2016, Boundaries of groups and representations, Wiede«

� 5-9.07.2016, Metric Spaces: Analysis, Embeddings into Banach Spaces, Applica-
tions, College Station

� 8-13.08.2016, Glances@Manifolds II, Kraków

� 28.08-3.09.2016, Measured Group Theory, Oberwolfach

� 9-13.01.2017, Non-Positive Curvature in Action, Cambridge

� 18-20.05.2017, Groups in Galway, Galway

� 5-9.06.2017, Propriétés géométriques et probabilistes des groupes in�nis, Lille
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� 23-29.05.2018, Nonpositively Curved Groups on the Mediterranean, Nachsholim

� 18-22.06.2018, Boundaries of Groups, Luminy

� 9-13.07.2018, Graphs, Surfaces and Cube Complexes, Warwick

� 11.12.2018, Group Theory Seminar, ENS, Pary»

� 24.06-28.06.2019, Rigidity, Warszawa

� 24-26.05.2021, Perspectives on Artin groups, Edynburg

� 7-11.07.2021, GAGTA XIV, Edynburg

� 6-10.12.2021, Metric Graph Theory and Related Topics, Luminy

� 27.02-5.03.2022, Geometric Structures in Group Theory, Oberwolfach

� 2-3.06.2022, Polish Mathematical Society mini-conference, Warszawa

� 1-4.07.2022, Operator algebras, dynamics and groups, Kopanhaga

� 2-4.06.2023, Geometric Topology in New York, Nowy Jork

� 19-30.06.2023, Cube Complexes and Combinatorial Geometry, Montreal

� 3-7.07.2023, 29th Nordic Congress of Mathematicians with EMS (topology ses-
sion), Aalborg

� 15-19.04.2024, GTA, Bilbao

� 2-6.09.2024, Geometric Group Theory, Ban�

� 23-26.09.2024, Buildings 2024, Munster

� 6.12.2024, GGSE, Southampton

� 2-4.05.2025, Cornell Topology Festival, Ithaca

� 26-30.05.2025, Mike Davis' Birthday Conference, Columbus

� 16-20.06.2025, Geometric Group Theory and Related Topics, Pekin

� 18-22.08.2025, Algebraic and Analytic Methods in Group Theory in Warsaw, War-
szawa

� 25-29.08.2025, Baby Steps Beyond the Horizon, B¦dlewo

� 1-5.09.2025, Actions on graphs and metric spaces, Cambridge

2. Serie wykªadów

� 1-5.12.2014, Embedding expanders into groups (3x60min), warsztaty �Expanders
everywhere!�, Neuchâtel

� 11-13.03.2015, Embedding in�nite graphs into �nitely generated groups (6x45min),
Wykªady SSDNM, Warszawa

� 8-11.09.2015, Embedding in�nite graphs into groups and applications (6x60min),
konferencja �Group actions and metric embeddings�, Kyoto
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� 2-6.05.2016, Groups containing expanders (6x45min), �Masterclass: Expanders
and rigidity of group actions�, University of Copenhagen, Kopenhaga

� 19-23.04.2021, Helly graphs and groups (4x60min), konferencja �Young Geometric
Group Theory (YGGT) X�, Newcastle

� 17-19.08.2022, Locally elliptic actions and nonpositive curvature (3x60min), KIAS,
Seul

� 13-17.11.2023, Helly graphs and groups (5x60min), �Masterclass: Topics in Geo-
metric Group Theory�, University of Copenhagen, Kopenhaga

� 03.2024, Small cancellation theory (5x60min), University of Leipzig, Lipsk

� 5-16.08.2024, Biautomaticity of Coxeter Groups, ICTS Bangalore

3. Odczyty na kolokwiach

� 13.03.2024 Colloquium, Norman, OK

� 21.05.2020 �Combinatorial nonpositive curvature and group theory�, (webinar),
Colloquium, St Petersburg

� 7.06.2018 �Group cubization�, Kolloquium Wilhelm Killing, Muenster

� 23.10.2009 �A construction of high dimensional Gromov hyperbolic Coxeter gro-
ups�, Pure Mathematics colloquium, Southampton

4. Zaproszone odczyty na seminariach (od 2016)

2025: Tokio, Erlangen, Pozna«, Wrocªaw; 2024: Goetheborg, Montreal, Columbus,
Norman ; 2023: Lipsk, Nowy Jork; 2022: Kopanhaga, Muenster, Seul, Odense; 2021:
Fayetteville (AR) (webinar); 2020: Edynburg (webinar), Montreal; 2019: Buenos
Aires; 2018: Lausanne, Muenster, Bonn, Columbus, Boston, Lille; 2017: Montreal,
Southampton; 2016: Warszawa, Zurich, Wiede«, Bielefeld

1. Promowanie doktorantów:

� Mateusz Kandybo, doktorat (oczekiwane 2028), University of Copenhagen.

� Huaitao Gui, doktorat (oczekiwane 2027), University of Copenhagen.

� Karol Duda, doktorat 2023, Uniwersytet Wrocªawski, wspóªpromotor z Aleksan-
drem Iwanowem.

� Daniel Danielski, doktorat 2025, Uniwersytet Wrocªawski, wspóªpromotor z Ja-
nem Dymar¡.

� Dominika Pawlik, doktorat 2017, Uniwersytet Warszawski i Instytut Matema-
tyczny PAN, wspóªpromotor z Jackiem �wi¡tkowskim.

� Tomasz Prytuªa, doktorat 2017, Copenhagen University, wspóªpromotor z Jespe-
rem Michaelem Møllerem
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2. Uczenie na uniwersytecit (je±li nie zaznaczono inaczej, wykªady):

� Kursy na Uniwersytecie Kopenhaskim (University of Copenhagen): �Geometry
2�, �Advanced vector spaces�, �Homological Algebra�, �Graphs and groups�

� Kursy na Uniwersytecie Wrocªawskim: �Analiza 1� (¢wiczenia), �Algebra � (¢wi-
czenia), �Wst¦p do topologii�, �Geometria elementarna�, , �Geometria nieeukli-
desowa�, �Kartogra�a matematyczna�, �Matematyka elementarna�, �Wst¦p do to-
pologii algebraicznej�, �Grupy i kompleksy�, �Geometria elementarna i nieeukli-
dasowa�, �Topologia algebraiczna I�, �Problemy geometrycznej teorii grup I-V�
(seminarium)

� Kursy na Uniwersytecie Wiede«skim (University of Vienna): �Geometric and
asymptotic group theory: Gromov's polynomial growth theorem� (¢wiczenia),
�Geometric and asymptotic group theory: Analytic properties of in�nite groups�
(¢wiczenia), �Geometric and asymptotic group theory: Random groups� (¢wi-
czenia), �Geometric and asymptotic group theory: Right angled Artin groups�
(¢wiczenia), �Gruppentheorie�

� Kursy na Uniwersytecie McGilla (McGill University): �Applied linear algebra�
(MATH270), �Combinatorial negative curvature� (MATH599), �Linear algebra
and geometry� (MATH133)

3. Organizacja konferencji itp.

� wspóªorganizator konferencji �Geometric group theory�, B¦dlewo, April 2004

� wspóªorganizator serii popularnonaukowych odczytów dla szkóª ±rednich: �Waª-
brzyskie Spotkania Matematyczne�, 2004-2010, Waªbrzych.

� wspóªorganizator warsztatów �JSJ-splittings of groups and limit groups�, B¦dlewo,
16-17.05.2005

� wspóªorganizator konferencji �International Conference and Workshops on Geo-
metric Topology honoring Karol Borsuk's life and work on the 100th anniversary
of his birth� B¦dlewo, Poland, 3-10.07.2005

� wspóªorganizator warsztatów-konferencji �Topics in Geometric Group Theory� :
pierwsza edycja 25-29.06.2007, druga 23-27.06.2008, B¦dlewo.

� wspóªorganizator konferencji �Geometric Group Theory�Davis 60�, 14-20.06.2009,
B¦dlewo.

� wspóªorganizator warsztatów-konferencji �Geometric Group Theory� :pierwsza
edycja 27.06-3.07.2010, druga 26.06-2.07.2011, B¦dlewo.

� czªonek komitetu naukowego konferencji �3rd Young Geometric Group Theory
Meeting�, CIRM, Luminy, 20-24.01.2014.

� wspóªorganizator warsztatów �Kombinatoryka i Grupy� (Combinatorics and Gro-
ups), 21-23.04.2015, B¦dlewo.
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� wspóªorganizator warsztatów �Combinatorics and Groups�, 11-14.04.2016, B¦-
dlewo.

� wspóªorganizator Semestru Simonsa �Geometric and Analytic Group Theory�,
1.04-15.07.2019, Warszawa.

� wspóªorganizator konferencji �Cohomological methods�, 8-12.04.2019, Warszawa.

� wspóªorganizator konferencji �Non-positive curvature�, 20-24.05.2019, Warszawa.

� wspóªorganizator konferencji �Rigidity�, 24-28.06.2019, Warszawa.

� czªonek komitetu naukowego konferencji �Metric Graph Theory and Related To-
pics�, CIRM, Luminy, 6-10.12.2021.

� wspóªorganizator mini-warsztatów �Nonpositively Curved Complexes�, 7-13.02.2021,
MFO, Oberwol-fach

� wspóªorganizator sesji Geometric Group Theory Section podczas Polsko-Hiszpa«skiego
Spotkania Matematcznego, 4-8.09.2023, �ód¹

� wspóªorganizator szkoªy dla doktorantów �Topics in Geometric Group Theory�,
13-17.11.2023, University of Copenhagen

� wspóªorganizator konferencji Young Geometric Group Theory, 7-11.4.2025, Ko-
penhaga

4. Popularyzacja nauki:

30.05.2012 odczyt w III LO Wrocªaw; 4.10.2012 odczyt w SP 63 Wrocªaw; 14.10.2013
odczyt w SP 63 Wrocªaw; 7.12.2013 Uniwersytet Wrocªawski, odczyt dla KFRD (li-
ceum); 25.11.2015 odczyt w LZN (technikum) Wrocªaw; 26.11.2015 odczyt w XIII LO
Wrocªaw; 2.12.2015odczyt w III LO Wrocªaw; 21.05 i 4.06.2018 odczyt w SP 63 Wro-
cªaw; 30.10.2019 odczyt w UOOM, Bardo �l¡skie (liceum); 22.02.2025 odczyt w V LO
Wrocªaw; 12-13.12.2025 cykl odczytów �Grafy, grupy, akcja!� dla Funduszu Zdolni

6 Inne informacje

1. Gªówne nagrody:

� 2015 Nagroda naukowa Rektora Uniwersytetu Wroclawskiego

� 2020 Nagroda Naukowa IMPAN

� 2021 Nagroda Gªówna PTM im. Stefana Banacha

2. Granty

� 1.10.2007-30.09.2008, gªówny wykonawca, �Marie Curie European Reintegration
Grant�, Uniwersytet Wrocªawski, 40000 EUR

� 01.06-31.12.2008, gªówny wykonawca, Grant Naukowy Uniwersytetu Wrocªaw-
skiego, no 2947/W/ IM/08, 14930 PLN
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� 19.12.2008-31.12.2009, gªówny wykonawca, Grant Naukowy Uniwersytetu Wro-
cªawskiego, no 2113/W/ IM/08, 8700 PLN

� 11.04.2016-10.04.2020, gªówny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant HAR-
MONIA UMO-2015/18/M/ST1/00050, 342000 PLN

� 26.01.2018-25.01.2023, gªówny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant OPUS
UMO-2017/25/B/ST1/01335, 440520 PLN

� 4.04.2019-3.04.2024, gªówny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant HAR-
MONIA UMO-2018/30/M/ST1/00668, 462000 PLN

� 15.01.2020-14.01.2024, gªówny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant BEETHO-
VEN CLASSIC UMO-2018/31/G/ST1/02681, 566580 PLN

� 15.01.2021-14.01.2024, opiekun grantu doktorskiego (gªówny wykonawca: Da-
niel Danielski), (Polish) Narodowe Centrum Nauki grant PRELUDIUM UMO-
2020/37/N/ST1/01952, 103380 PLN

� 1.01.2024-30.11.2028, gªówny wykonawca, Carlsberg Foundation, Semper Ardens
Grant, 4997000 DKK

3. Recenzje dla:

� Agencje grantowe: Swiss National Science Foundation (SNSF); European Science
Foundation (ESF); Research Foundation - Flanders (FWO)

� Czasopisma: Acta Mathamatica; Algebraic and Geometric Topology; Annales
Scienti�ques de l'ÉNS; Bulletin of the London Mathematical Society; Colloqu-
ium Mathematicum; Discrete Mathematics; Duke Mathematical Journal; Funda-
menta Mathematicae; Geometric and Functional Analysis; Geometry and Topo-
logy; Groups, Geometry, and Dynamics; International Journal of Algebra and
Computation; International Mathematics Research Notices; Inventiones Mathe-
maticae; J. Combin. Theory Ser. B; Journal of the European Mathematical So-
ciety; Journal of the London Mathematical Society; Journal of Topology; Math.
Proc. Cambridge Philos. Soc.; Mathematische Annalen; Michigan Mathematical
Journal; Münster Journal of Mathematics; Publicacions Matemàtiques; Topology
and its Applications; Proceedings of the AMS; Transactions of the AMS

4. Czªonkostwo w ciaªach akademickich:

� Czªonek Kmitetu Redakcyjnego Colloquium Mathematicum (od 2020)

� Czªonek Kapituªy Nagrody Kamila Duszenki z Matematyki (od 2020)

� Czªonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Thomas Brown, University of So-
uthampton (2021)

� Czªonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Martin Axel Blufstein, University of
Buenos Aires (2023)
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� Czªonek komisji ds. przewodu habilitacyjnego: Anne Lonjou, University Paris
(2025)

� Czªonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Martina Jorgensen, ETH Zurich
(2025)

� Czªonek komisji ds. zatrudnie« na stanowisku Professor W3, University Heidel-
berg (2025)

Literatura

[ABJ+09] Goulnara Arzhantseva, Martin R. Bridson, Tadeusz Januszkiewicz, Ian J. Le-
ary, Ashot Minasyan, and Jacek �wi�atkowski. In�nite groups with �xed point
properties. Geom. Topol., 13(3):1229�1263, 2009.

[AD02] Claire Anantharaman-Delaroche. Amenability and exactness for dynamical sys-
tems and their C∗-algebras. Trans. Amer. Math. Soc., 354(10):4153�4178, 2002.

[AD08] Goulnara Arzhantseva and Thomas Delzant. Examples of random groups, 2008.

[AGHuR02] Noga Alon, Jarosª aw Grytczuk, Mariusz Haª uszczak, and Oliver Riordan.
Nonrepetitive colorings of graphs. volume 21, pages 336�346. 2002. Random
structures and algorithms (Poznan, 2001).

[Ago13] Ian Agol. The virtual Haken conjecture. Doc. Math., 18:1045�1087, 2013. With
an appendix by Agol, Daniel Groves, and Jason Manning.

[AHK+23] Idan Attias, Steve Hanneke, Alkis Kalavasis, Amin Karbasi, and Grigoris Veleg-
kas. Optimal learners for realizable regression: Pac learning and online learning.
In A. Oh, T. Naumann, A. Globerson, K. Saenko, M. Hardt, and S. Levine,
editors, Advances in Neural Information Processing Systems, volume 36, pages
44707�44739. Curran Associates, Inc., 2023.

[AS00] Noga Alon and Joel H. Spencer. The probabilistic method. Wiley-Interscience
Series in Discrete Mathematics and Optimization. Wiley-Interscience [John Wi-
ley & Sons], New York, second edition, 2000. With an appendix on the life and
work of Paul Erd®s.

[Ash22] Calum J Ashcroft. Random groups do not have property (t) at densities below
1/4, 2022.

[AT19] Goulnara Arzhantseva and Romain Tessera. Admitting a coarse embedding is
not preserved under group extensions. Int. Math. Res. Not. IMRN, (20):6480�
6498, 2019.

30



[BC08] Hans-Jürgen Bandelt and Victor Chepoi. Metric graph theory and geometry:
a survey. In Surveys on discrete and computational geometry, volume 453 of
Contemp. Math., pages 49�86. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2008.

[BC18] Türker B�y�ko§lu and Yusuf Civan. Castelnuovo-Mumford regularity of graphs.
Combinatorica, 38(6):1353�1383, 2018.

[BCD+22] Nataly Brukhim, Daniel Carmon, Irit Dinur, Shay Moran, and Amir Yehuday-
o�. A characterization of multiclass learnability. In 2022 IEEE 63rd Annual
Symposium on Foundations of Computer Science�FOCS 2022, pages 943�955.
IEEE Computer Soc., Los Alamitos, CA, 2022.

[BdlHV08] Bachir Bekka, Pierre de la Harpe, and Alain Valette. Kazhdan's property (T),
volume 11 of New Mathematical Monographs. Cambridge University Press,
Cambridge, 2008.

[Bes] Mladen Bestvina. Questions in geometric group theory.
http://www.math.utah.edu/ bestvina/eprints/questions-updated.pdf.

[BGW16] Paul Baum, Erik Guentner, and Rufus Willett. Expanders, exact crossed pro-
ducts, and the Baum-Connes conjecture. Ann. K-Theory, 1(2):155�208, 2016.

[BO08] Nathanial P. Brown and Narutaka Ozawa. C∗-algebras and �nite-dimensional
approximations, volume 88 of Graduate Studies in Mathematics. American Ma-
thematical Society, Providence, RI, 2008.

[CG19] Rémi Coulon and Dominik Gruber. Small cancellation theory over Burnside
groups. Adv. Math., 353:722�775, 2019.

[CKV19] Alexandru Constantinescu, Thomas Kahle, and Matteo Varbaro. Linear syzy-
gies, hyperbolic Coxeter groups and regularity. Compos. Math., 155(6):1076�
1097, 2019.

[CMV04] Pierre-Alain Cherix, Florian Martin, and Alain Valette. Spaces with measured
walls, the Haagerup property and property (T). Ergodic Theory Dynam. Sys-
tems, 24(6):1895�1908, 2004.

[CN05a] Indira Chatterji and Graham Niblo. From wall spaces to CAT(0) cube comple-
xes. Internat. J. Algebra Comput., 15(5-6):875�885, 2005.

[CN05b] Indira Chatterji and Graham Niblo. From wall spaces to CAT(0) cube comple-
xes. Internat. J. Algebra Comput., 15(5-6):875�885, 2005.

[CO15] Victor Chepoi and Damian Osajda. Dismantlability of weakly systolic comple-
xes and applications. Trans. Amer. Math. Soc., 367(2):1247�1272, 2015.

31



[Cor15] Yves Cornulier. Irreducible lattices, invariant means, and commensurating ac-
tions. Math. Z., 279(1-2):1�26, 2015.

[Cou14] Rémi Coulon. On the geometry of Burnside quotients of torsion free hyperbolic
groups. Internat. J. Algebra Comput., 24(3):251�345, 2014.

[Dav08] Michael W. Davis. The geometry and topology of Coxeter groups, volume 32 of
London Mathematical Society Monographs Series. Princeton University Press,
Princeton, NJ, 2008.

[dBGTT22] Édouard Bonnet, Colin Geniet, Romain Tessera, and Stéphan Thomassé. Twin-
width vii: groups, 2022.

[DO07] Jan Dymara and Damian Osajda. Boundaries of right-angled hyperbolic buil-
dings. Fund. Math., 197:123�165, 2007.

[GK02] Erik Guentner and Jerome Kaminker. Exactness and the Novikov conjecture.
Topology, 41(2):411�418, 2002.

[GK04] Erik Guentner and Jerome Kaminker. Geometric and analytic properties of
groups. In Noncommutative geometry, volume 1831 of Lecture Notes in Math.,
pages 253�262. Springer, Berlin, 2004.

[Gro93] M. Gromov. Asymptotic invariants of in�nite groups. In Geometric group
theory, Vol. 2 (Sussex, 1991), volume 182 of London Math. Soc. Lecture Note
Ser., pages 1�295. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1993.

[Gro03] M. Gromov. Random walk in random groups. Geom. Funct. Anal., 13(1):73�
146, 2003.

[Gru15] Dominik Gruber. Groups with graphical C(6) and C(7) small cancellation
presentations. Trans. Amer. Math. Soc., 367(3):2051�2078, 2015.

[Hag] Frédéric Haglund. Complexes simpliciaux hyperboliques de grande dimension.

[Hat02] Allen Hatcher. Algebraic topology. Cambridge University Press, Cambridge,
2002.

[HG04] Nigel Higson and Erik Guentner. Group C∗-algebras and K-theory. In Non-
commutative geometry, volume 1831 of Lecture Notes in Math., pages 137�251.
Springer, Berlin, 2004.

[HK01] Nigel Higson and Gennadi Kasparov. E-theory andKK-theory for groups which
act properly and isometrically on Hilbert space. Invent. Math., 144(1):23�74,
2001.

[HLS02] N. Higson, V. La�orgue, and G. Skandalis. Counterexamples to the Baum-
Connes conjecture. Geom. Funct. Anal., 12(2):330�354, 2002.

32



[HP98] Frédéric Haglund and Frédéric Paulin. Simplicité de groupes d'automorphismes
d'espaces à courbure négative. In The Epstein birthday schrift, volume 1 of
Geom. Topol. Monogr., pages 181�248. Geom. Topol. Publ., Coventry, 1998.

[HR00] Nigel Higson and John Roe. Amenable group actions and the Novikov conjec-
ture. J. Reine Angew. Math., 519:143�153, 2000.

[Hum17] David Hume. A continuum of expanders. Fund. Math., 238(2):143�152, 2017.

[JSa03] Tadeusz Januszkiewicz and Jacek �wi�atkowski. Hyperbolic Coxeter groups of
large dimension. Comment. Math. Helv., 78(3):555�583, 2003.

[JSa06] Tadeusz Januszkiewicz and Jacek �wi�atkowski. Simplicial nonpositive curva-
ture. Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci., (104):1�85, 2006.

[JSa07] Tadeusz Januszkiewicz and Jacek �wi�atkowski. Filling invariants of systolic
complexes and groups. Geom. Topol., 11:727�758, 2007.

[Khu14] A. Khukhro. Embeddable box spaces of free groups. Math. Ann., 360(1-2):53�
66, 2014.

[LMS+25] Jean-François Lafont, Barry Minemyer, Gangotryi Sorcar, Matthew Stover, and
Joseph Wells. High dimensional hyperbolic coxeter groups that virtually �ber.
Math. Ann., 393:3083�3107, 2025.

[LPS88] A. Lubotzky, R. Phillips, and P. Sarnak. Ramanujan graphs. Combinatorica,
8(3):261�277, 1988.

[LS77] Roger C. Lyndon and Paul E. Schupp. Combinatorial group theory, volume
Band 89 of Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete [Results in Ma-
thematics and Related Areas]. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1977.

[Mar88] G. A. Margulis. Explicit group-theoretic constructions of combinatorial sche-
mes and their applications in the construction of expanders and concentrators.
Problemy Peredachi Informatsii, 24(1):51�60, 1988.

[Mou88] Gabor Moussong. Hyperbolic Coxeter groups. ProQuest LLC, Ann Arbor, MI,
1988. Thesis (Ph.D.)�The Ohio State University.

[Ms97] Ji� rí Matou� sek. On embedding expanders into lp spaces. Israel J. Math.,
102:189�197, 1997.

[NA68] P. S. Novikov and S. I. Adjan. In�nite periodic groups. I. Izv. Akad. Nauk SSSR
Ser. Mat., 32:212�244, 1968.

[Neu05] Markus Neuhauser. Relative property (T) and related properties of wreath
products. Math. Z., 251(1):167�177, 2005.

33



[Nib] G. Niblo. Questions on cat(0) cube complexes.
https://docs.google.com/�le/d/0B-tup63120-GZTlBS2xwdG5TTmM/edit.

[Nic04] Bogdan Nica. Cubulating spaces with walls. Algebr. Geom. Topol., 4:297�309,
2004.

[Now07] Piotr W. Nowak. Coarsely embeddable metric spaces without Property A. J.
Funct. Anal., 252(1):126�136, 2007.

[NY12] Piotr W. Nowak and Guoliang Yu. Large scale geometry. EMS Textbooks in
Mathematics. European Mathematical Society (EMS), Zürich, 2012.

[Obe] Geometrization of kazhdan's property (t). Abstracts from the mini-workshop
held July 7�14, 2001; Organized by B. Bekka, P. de la Harpe, A. Valette; Report
No. 29/2001.

[Oll06] Yann Ollivier. On a small cancellation theorem of Gromov. Bull. Belg. Math.
Soc. Simon Stevin, 13(1):75�89, 2006.

[Osa07] Damian Osajda. Connectedness at in�nity of systolic complexes and groups.
Groups Geom. Dyn., 1(2):183�203, 2007.

[Osa08] Damian Osajda. Ideal boundary of 7-systolic complexes and groups. Algebr.
Geom. Topol., 8(1):81�99, 2008.

[Osa13] Damian Osajda. A combinatorial non-positive curvature i: weak systolicity,
2013. https://arxiv.org/abs/1305.4661.

[OSa15] Damian Osajda and Jacek �wi�atkowski. On asymptotically hereditarily asphe-
rical groups. Proc. Lond. Math. Soc. (3), 111(1):93�126, 2015.

[Ost13] Mikhail I. Ostrovskii. Metric embeddings, volume 49 of De Gruyter Studies in
Mathematics. De Gruyter, Berlin, 2013. Bilipschitz and coarse embeddings into
Banach spaces.

[Oza00] Narutaka Ozawa. Amenable actions and exactness for discrete groups. C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 330(8):691�695, 2000.

[Pil18] Thibault Pillon. Coarse amenability at in�nity, 2018.

[Roe03] John Roe. Lectures on coarse geometry, volume 31 of University Lecture Series.
American Mathematical Society, Providence, RI, 2003.

[RS87] Eliyahu Rips and Yoav Segev. Torsion-free group without unique product pro-
perty. J. Algebra, 108(1):116�126, 1987.

[Sap14] Mark Sapir. A Higman embedding preserving asphericity. J. Amer. Math. Soc.,
27(1):1�42, 2014.

34



[Saw19] Damian Sawicki. Warped cones, (non-)rigidity, and piecewise properties. Proc.
Lond. Math. Soc. (3), 118(4):753�786, 2019. With an appendix by Dawid Kielak
and Sawicki.

[Sha] Yehuda Shalom. Rigidity theory of discrete groups.

[Sha06] Yehuda Shalom. The algebraization of Kazhdan's property (T). In International
Congress of Mathematicians. Vol. II, pages 1283�1310. Eur. Math. Soc., Zürich,
2006.

[Tho95] Richard M. Thomas. Group presentations where the relators are proper powers.
In Groups '93 Galway/St. Andrews, Vol. 2, volume 212 of London Math. Soc.
Lecture Note Ser., pages 549�560. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1995.

[Vin85] È.�B. Vinberg. Hyperbolic groups of re�ections. Uspekhi Mat. Nauk,
40(1(241)):29�66, 255, 1985.

[Wil09] Rufus Willett. Some notes on property A. In Limits of graphs in group theory
and computer science, pages 191�281. EPFL Press, Lausanne, 2009.

[Wil11] Rufus Willett. Property A and graphs with large girth. J. Topol. Anal.,
3(3):377�384, 2011.

[Wis] Daniel T. Wise. The structure of groups with quasiconvex hierarchy.
https://docs.google.com/open?id=0B45cNx80t5-2T0twUDFxVXRnQnc.

[Wis12] Daniel T. Wise. From riches to raags: 3-manifolds, right-angled Artin groups,
and cubical geometry, volume 117 of CBMS Regional Conference Series in Ma-
thematics. Conference Board of the Mathematical Sciences, Washington, DC;
by the American Mathematical Society, Providence, RI, 2012.

[WY12] Rufus Willett and Guoliang Yu. Higher index theory for certain expanders and
Gromov monster groups, I. Adv. Math., 229(3):1380�1416, 2012.

[Yu00] Guoliang Yu. The coarse Baum-Connes conjecture for spaces which admit a
uniform embedding into Hilbert space. Invent. Math., 139(1):201�240, 2000.

35


	Imie i nazwisko
	Posiadane dyplomy i stopnie naukowe
	Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu
	Omówienie osiagniec, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy
	Tytuł osiagniecia naukowego
	Cykl artykułów naukowych
	Wstep
	Krótkie podsumowanie wyników z prac chcg–sclsiga
	Opis ogólny

	Wstepne pojecia
	Kompleksy symplicjalne
	Kompleksy kostkowe
	Grupy Coxetera
	Wirtualny wymiar kohomologiczny
	Pogrubienie CAT(-1) kompleksu kostkowego
	Lemat lokalny Lovásza
	Graficzne małe skreslenia

	Główne wyniki z prac chcg–sclsiga
	Główne wyniki z pracy chcg
	Główne wyniki z pracy gc
	Główne wyniki z pracy sclsiga
	Główne wyniki z pracy rfneg

	Dalsze konsekwencje głównych wyników z prac chcg–sclsiga
	Dalsze konsekwencje głównych wyników z pracy chcg
	Dalsze konsekwencje głównych wyników z pracy gc
	Dalsze konsekwencje głównych wyników z pracy sclsiga
	Dalsze konsekwencje głównych wyników z pracy rfneg


	Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywnoscia naukowa albo artystyczna realizowana w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczególnosci zagranicznej
	Inne informacje

		2026-01-30T18:26:16+0100




