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4.3 Wstep

4.3.1 Kroétkie podsumowanie wynikéw z prac [H1]-[H3]

W tym miejscu przedstawiam krotkie streszczenia wynikow prac [H1]-[H3], zaczerpniete z
abstraktow artykutow.

W artykule [H1] przedstawiam prosta konstrukcje hiperbolicznych (w sensie Gromowa) grup
Coxetera o dowolnie duzym wirtualnym wymiarze kohomologicznym. Konstrukeja ta dostar-
cza nowych przyktadéw takich grup. W szczegdlnosci pozwala ona konstruowa¢ nowe grupy
o interesujacych wlasnosciach asferycznodci.

W artykule [[12] wprowadzam procedure tzw. kubizacji grupy (ang. group cubization). Pro-
wadzi ona do otrzymania grupy, ktérej pewne wtasnosci przypominaja wlasnosci danej grupy
wyjéciowej, oraz ktora dziala bez punktow stalych na kostkowym kompleksie CAT(0). Jako
glowne zastosowanie wykazuje brak wlasnosci (T) Kazhdana dla grup Burnside’a.

W artykule [[13] konstruuje etykietowania spelniajace warunki matych skreslen dla pewnych
nieskonczonych ciagéw graféow skonczonych o ograniczonym stopniu. Wykorzystuje je do
zdefiniowania nieskonczonych graficznych prezentacji grup maltych skreleri. Technika ta
pozwala mi otrzymac przyktady grup o egzotycznych wlasnosciach:

e Konstruuje pierwsze przyklady skonczenie generowanych grup zgrubnie nie$rednio-
walnych (to znaczy grup bez wlasnosci A Guolianga Yu), ktore sg jednoczesnie zgrubnie
zanurzalne w przestrzenn Hilberta. Co wiecej, grupy te dzialaja wlasciwie na kostkowych
kompleksach CAT(0).

e Konstruuje pierwsze przyktady skonczenie generowanych grup, w ktorych ekspandery
(ang. expander graphs) sg zanurzone izometrycznie w grafach Cayleya — w przeciwienistwie
do tzw. potworow Gromowa, gdzie ekspandery nie sa nawet zanurzone zgrubnie.

Przedstawiam réwniez dalsze zastosowania tej techniki, na przyklad do konstruowania
egzotycznych rozmaitosci asferycznych.

W artykule [14] konstruuje pierwsze przyklady rezydualnie skonczonych grup niedoktadnych
(ang. non-exact).

4.3.2 Opis ogdblny

Grupy sa fundamentalnymi obiektami matematycznymi, ktore pojawiaja sie naturalnie w
wielu dzialach matematyki oraz maja glebokie powigzania z fizyka, informatyka i dyscypli-
nami pokrewnymi. W szczego6lnosci grupy koduja symetrie, opisujg struktury algebraiczne i
kombinatoryczne oraz stanowia podstawowe modele zjawisk dyskretnych i ciggtych.

Moje badania sytuuja sie w obrebie Geometrycznej Teorii Grup (ang. Geometric Group
Theory, GGT), stosunkowo mtodej i dynamicznie rozwijajacej sie dziedziny matematyki,
ktora uksztattowala sie w ciggu ostatnich kilkudziesieciu lat. Geometryczna Teoria Grup
bada grupy nieskonczone poprzez wyposazanie ich w struktury geometryczne lub topolo-
giczne, a nastepnie wykorzystywanie intuicji i metod geometrycznych do wyprowadzania
wlasno$ci algebraicznych, analitycznych i dynamicznych badanych grup. Dyscyplina ta czer-
pie z idei kombinatorycznej teorii grup, topologii algebraicznej, geometrii rézniczkowe]j oraz



geometrii metrycznej i doprowadzita do wielu przelomowych wynikow, ktore byty niedo-
stepne przy uzyciu wytacznie metod algebraicznych. Jedna z podstawowych zasad GGT jest
to, ze postrzeganie grupy jako obiektu geometrycznego czesto ujawnia glebokie informacje o
jej strukturze.

Centralnym motywem moich badan jest systematyczne wykorzystanie réznych poje¢ nie-
ujemnej krzywizny (NPC). Wywodzaca sie z geometrii rozniczkowej nieujemna krzywizna
stata sie jednym z najpotezniejszych i najbardziej jednoczacych poje¢ we wspotczesnej GGT.
Grupy dzialajace geometrycznie na przestrzeniach o nieujemnej krzywiznie — takich jak
przestrzenie hiperboliczne w sensie Gromowa, przestrzenie CAT(0) lub ich kombinatoryczne
odpowiedniki — posiadaja bogaty zbioér silnych wlasnosci, obejmujacych zjawiska sztywno-
Sci, rozwiazywalnos¢ algorytmiczng oraz korzystne wilasnosci analityczne i kohomologiczne.
Do spektakularnych zastosowan technik NPC nalezy na przyklad rozwigzanie wirtualnej
hipotezy Hakena przy uzyciu CAT(0) kompleksow kostkowych.

Moje prace koncentruja sie w szczegblnoSci na kombinalorycznej nieujemne; krzywiz-
nie (CNPC), czyli na dyskretnych i kombinatorycznych analogach klasycznych warunkow
krzywizny. W ostatnich latach CNPC wylonita sie jako ujednolicajacy formalizm obejmu-
jacy szeroka game istotnych struktur, takich jak kompleksy systoliczne, CAT(0) kompleksy
kostkowe, kompleksy Helly’ego i bukoliczne, a takze graficzne kompleksy matych skreslen.
Jednym z oryginalnych aspektéw moich badan jest rozwijanie nowych wersji CNPC oraz sys-
tematyczne wykorzystywanie tych poje¢ do konstruowania i analizowania grup o zadanych
wlasnosciach geometrycznych i algebraicznych.

Ogolnie rzecz biorac, mozna wyrdzni¢ trzy gtéwne sposoby stosowania metod nieujemnej
krzywizny w Geometrycznej Teorii Grup:

1. rozwijanie ogolnej teorii nieujemnej krzywizny (NPC), w szczegolnosci kombinatorycz-
nej nieujemnej krzywizny (CNPC), dla przestrzeni i grup;

2. ujawnianie nowych wlasnosci znanych (klasycznych) przestrzeni i grup;

3. konstruowanie nowych przykladéw przestrzeni i grup o interesujacych (czesto nieocze-
kiwanych) wlasnosciach.

Osiagniecie habilitacyjne przedstawione w niniejszej pracy dotyczy przede wszystkim podej-
Scia opisanego w punkcie 3. Glownym celem prac sktadajacych sie na to osiagniecie jest
konstruowanie nowych klas grup i przestrzeni przy uzyciu technik CNPC oraz wykazanie, ze
konstrukcje te prowadza do przyktadow o nieoczekiwanych wtasnosciach.

W szezegdlnodei artykuty wechodzace w sktad niniejszego osiagniecia habilitacyjnego roz-
wijaja nowe metody konstrukcyjne oparte na nieujemnej krzywiznie i prowadza do uzyskania:

e hiperbolicznych (w sensie Gromowa) grup Coxetera o dowolnie duzym wirtualnym
wymiarze kohomologicznym, w tym przyktadow wykraczajacych poza wczesniej znane
schematy;

e nowych konstrukeji grup dzialajacych na CAT(0) kompleksach kostkowych metoda ku-
bizacji grup, wraz z zastosowaniami do zagadnien dotyczacych wlasnosci (T) Kazhdana
dla grup torsyjnych;



e grup zadanych przez graficzne prezentacje malych skreslen, zawierajgcych ekspandery
lub inne zadane grafy zanurzone izometrycznie w ich grafach Cayleya, co prowadzi do
przyktadéw o egzotycznym zachowaniu z punktu widzenia geometrii zgrubnej i analizy;

e pierwszych przyktadow skoinczenie generowanych rezydualnie skoniczonych grup nie-
doktadnych (non-exact), otrzymanych poprzez potaczenie technik maltych skreslen z
precyzyjna kontrola rezydualnej skonczonosci.

Lacznie wyniki te ilustruja skutecznosé¢ kombinatorycznej nieujemnej krzywizny jako na-
rzedzia do konstruowania i kontrolowania grup o ztozonym i nieoczekiwanym zachowaniu.
Pokazuja one rowniez, w jaki sposéb metody CNPC oddzialuja z problemami geometrii
zgrubnej, algebr operatorowych oraz K-teorii, umiejscawiajac prezentowane osiggniecia w
szerokim kontekscie wspolczesnej Geometrycznej Teorii Grup.

4.4 'Wstepne pojecia

W niniejszym rozdziale przedstawiam pojecia oraz podstawowe fakty, ktore beda wykorzy-
stywane w dalszej czeSci, w szczegblnosci w Rozdziale 4.5, do opisu uzyskanych wynikow.

4.4.1 Kompleksy symplicjalne

Niech X bedzie kompleksem symplicjalnym. Przez X® oznaczamy i-szkielet kompleksu
X. Podkompleks Y kompleksu X nazywamy petnym, jezeli kazdy zbior A wierzchotkow Y,
ktory zawiera sie w sympleksie kompleksu X, zawiera sie réwniez w pewnym sympleksie
kompleksu Y. Dla skoriczonego zbioru wierzchotkow A = {vq,...,vx} kompleksu X przez
span(A) lub (vy,...,v) oznaczamy kompleks rezpiety przez zbior A, tj. najmniejszy pelny
podkompleks kompleksu X zawierajacy A. Kompleks symplicjalny X nazywamy flagowym,
jezeli kazdy skoniczony zbior wierzchotkow X, ktore sa parami polaczone krawedziami w X,
zawiera sie w pewnym sympleksie kompleksu X. Linkiem sympleksu o w X nazywamy
kompleks symplicjalny

X,={r|7€X, TNno=0, span(rUo) € X}.

Niech k > 4. k-cyklem (vo,...,vx_1,v9) nazywamy triangulacje okregu sktadajaca sie z
k krawedzi ((v, Vi1 (mod k))) Oraz k wierzcholkow vg, ..., vp—1. Dla k > 4 flagowy kompleks
symplicjalny X nazywamy k—-duzym, jezeli nie zawiera on zadnych j—cykli bedacych pelnymi
podkompleksami X dla j < k (przypadek 4-duzy oznacza po prostu flagowy). Innymi stowy,
dla j < k kazdy j—cykl posiada przekging, tj. krawedz taczaca dwa niesasiednie wierzchotki.
Zamiast okreslenia 5-duzy uzywa sie czasem terminu flagowy bez kwadratéw. Kompleks
nazywamy lokalnie k—duzym, jezeli wszystkie jego linki sa k—duze. Flagowy kompleks sym-
plicjalny nazywamy k—systolicznym (zgodnie z | |), k > 4, jezeli jest on jednospojny oraz
lokalnie k—duzy. Grupe dzialajaca geometrycznie (tj. wlasciwie i kozwarcie przez automor-
fizmy) na k-systolicznym kompleksie nazywamy rowniez k-systoliczng. Terminu systoliczny
uzywamy jako skrotu dla ,,6-systoliczny”.



Dla i € N (kombinatoryczng) kulg B;(v, X) o promieniu ¢ wokol wierzchotka v w kom-
pleksie symplicjalnym X nazywamy pelny podkompleks rozpiety przez zbiér wierzchotkow
lezacych w odlegloséci co najwyzej i od v. Odlegtosé pomiedzy dwoma wierzchotkami rozu-
miemy tutaj jako minimalna liczbe krawedzi w Sciezce w 1-szkielecie taczacej te wierzchotki.

4.4.2 Kompleksy kostkowe

Kompleksy kostkowe sa kombinatorycznymi kompleksami komorkowymi, w ktorych kazda
komorka jest kostka. W szczegolnosci oznacza to, ze dowolne dwie kostki w kompleksie
kostkowym przecinaja sie wzdtuz jednej wspolnej podkostki. Linkiem Y, wierzchotka v kom-
pleksu kostkowego Y jest kompleks symplicjalny, ktéry mozna utozsamic¢ z mata sfera wokot v
(sympleksy Y, sa przecieciami tej sfery z kostkami). Kompleks kostkowy nazywamy lokalnie
k—duzym (odpowiednio lokalnie flagowym), jezeli linki jego wierzchotkéw sa k—duze (odpo-
wiednio flagowe). Lemat Gromowa (por. | , Dodatek I]) mowi, ze jednospdjny lokalnie
flagowy (odpowiednio lokalnie 5-duzy) kompleks kostkowy dopuszcza metryke o nieujem-
nej (odpowiednio ujemnej) krzywiznie, czyli innymi stowy metryke CAT(0) (odpowiednio
CAT(-1)).

Lemat 4.4.1 (] , Section 2|). Skoriczona rodzina parami nietrywialnie przecinajgeych sie
wypuktych podkompleksow CAT(0) kompleksu kostkowego ma nietrywialne wspdlne przeciecie.

W szezegolnosei kazda kostka oraz 1-kula wokdt dowolnego wierzchotka (tj. suma wszyst-
kich kostek zawierajacych ten wierzchotek) sg zbiorami wypuktymi.

4.4.3 Grupy Coxetera

Stosujemy terminologie i notacje z ksiazki Davisa | |. Grupa Cozetera dana jest pre-
zentacja
W = (S| (st)™*; s,t €5),

gdzie S jest zbiorem skonczonym, mg € N* U {co}, mg = mys oraz mg = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy s =t (przy czym (st)*> oznacza brak relacji). Grupe Coxetera (lub system Co-
zetera (W, S)) nazywamy prostokgtng, jezeli mg € {1,2,00}. Podgrupg specjalng Wy grupy
Coxetera W nazywamy podgrupe generowana przez podzbior 7' C S. Podzbior T' C S na-
zywamy sferycznym, jezeli Wr jest skoficzona; wowcezas sama grupe Wyp réwniez nazywamy
sferyczng. Przez S oznaczamy czesciowo uporzadkowany (wzgledem inkluzji) zbior wszyst-
kich sferycznych podzbioréw S, a przez K — jego realizacje geometryczna. Zbior wszystkich
niepustych sferycznych podzbiorow tworzy abstrakcyjny kompleks symplicjalny zwany ner-
wem L = L(W,S) uktadu Coxetera (W, S). Dla T' € S przez or oznaczamy sympleks w L
rozpiety przez T (przy czym or = (), gdy T = (). Realizacje geometryczna posetu (wzgledem
inkluzji)

L wywr

TeS
nazywamy kompleksem Davisa i oznaczamy przez X = (W, S). W przypadku prostokatnym
kompleks ¥ posiada naturalng strukture lokalnie flagowego kompleksu kostkowego. Dla s € S
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definiujemy K jako sume wszystkich sympleksow w K, ktorych minimalnym wierzchotkiem
jest {s}. Dla T C S kladziemy K' = |J,.; K;. Dla T € S mozna wykazaé, ze L — or
deformacyjnie retrahuje si¢ na K°~T; por. | , Lemma A.5.5].

Z lematu Gromowa wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.2. (Hiperboliczne prostokgtne grupy Cozetera, |[. |) Prostokgtna grupa
Cozetera (W,S) jest hiperboliczna w sensie Gromowa wtedy i tylko wtedy, gdy jej nerw
L(W,S) jest 5—duzym (tj. flagowym bez kwadratéw) kompleksem symplicjalnym.

W istocie w tym przypadku kompleks Davisa (W, S) posiada naturalng strukture lokal-
nie 5-duzego (tj. CAT(—1); por. Rozdzial 4.4.2) kompleksu kostkowego.

4.4.4 Wirtualny wymiar kohomologiczny

Przypomnijmy (por. | , Rozdzial 8.5]), ze wymiar kohomologiczny grupy G definiuje
sie jako

cd G =sup{n | H"(G; M) # 0 dla pewnego ZG—modulu M} .
Jezeli grupa G posiada nietrywialng torsje, to cd G = oco. Dla grup wirtualnie beztorsyjnych
(tj. takich, ktore posiadaja beztorsyjna podgrupe o skoriczonym indeksie) wygodniejsze jest
zatem nastepujace pojecie.

Wirtualnym wymiarem kohomologicznym grupy G, oznaczanym przez ved G, nazywamy
wymiar kohomologiczny dowolnej jej beztorsyjnej podgrupy o skoriczonym indeksie. Dla
uktadu Coxetera (W, S) jak wyzej zachodzi nastepujace twierdzenie (gdzie H" oznacza ko-
homologie zredukowane).

Twierdzenie 4.4.3 (| , Corollary 8.5.5]).
ved W = max {n | H*(K, K°~";Z) # 0, dlapewnego T € S}
= max {n | ﬁnil(L —or;Z) # 0, dlapewnego T € S} :

Whiosek 4.4.4. Jeseli H' (L;Z) # 0, to ved W > n.

4.4.5 Pogrubienie CAT(—1) kompleksu kostkowego

Dla danego CAT(—1) kompleksu kostkowego istnieje zwiazany z nim 5-duzy (tj. flagowy bez
kwadratow) kompleks symplicjalny, wprowadzony przeze mnie w | |.

Definicja 4.4.5 (Pogrubienie). Niech Y bedzie kompleksem kostkowym. Pogrubieniem
Th(Y) kompleksu Y nazywamy kompleks symplicjalny zdefiniowany w nastepujacy sposob.
Wierzchotkami Th(Y') sa wierzchotki Y. Wierzchotki vy, ..., vx kompleksu Th(Y') rozpinaja
sympleks wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotki vq,..., v € Y (rozumiane jako wierzchotki
Y') zawieraja sie w jednej wspolnej kostce kompleksu Y.

Lemat 4.4.6 (Lokalnie k—duze pogrubienie | ). Niech k > 4 oraz niech Y bedzie
lokalnie k—duzym kompleksem kostkowym. Wowcezas jego pogrubienie Th(Y') jest lokalnie
k—duzym kompleksem symplicjalnym.



4.4.6 Lemat lokalny Lovasza

Lemat lokalny Lovésza jest standardowym narzedziem w kombinatoryce; por. np. | |-
Przedstawiam tutaj konkretna wersje uzywana w [I13]. Przez Pr(A) oznaczamy (dyskretne)
prawdopodobieristwo zdarzenia A, natomiast A oznacza zdarzenie przeciwne (dopekienie).

Lemat 4.4.7 (Lemat lokalny Lovasza | , Lemma 1]). Niech A= A;UAU...UA,
bedzie rozbiciem skoriczonego zbioru zdarzen A, przy czym Pr(A) = p; dla kazdego A € A;,
t=1,2,...,7. Zatozmy, Ze istniejq liczby rzeczywiste 0 < ay,aq,...,a, < 1 oraz A;; > 0,
1,7 =1,2,...,r, takie ze spetnione sq¢ nastepujgce warunks:

(i) dla kazdego zdarzenia A € A; istnieje zbidr Dy C A taki, ze |Da N Aj| < Ay; dla
wszystkich j =1,2,...,r oraz A jest niezalezne od zbioru A\ (D4 U {A}),

i) pi < a; []5_(1 —a;)?i dla wszystkich i =1,2,... 7.
7=1 J

Wowezas Pr((,eq A) > 0.

4.4.7 Graficzne male skres§lenia

Teoria graficznych matych skreslen jest oczywistym uogo6lnieniem klasycznej teorii matych
skregleni; por. np. ksiazke Lyndona i Schuppa | | jako standardowe wprowadzenie do tej
ostatniej. Wprowadzenie teorii graficznej przypisuje sie Gromowowi | |, jednak stoso-
wane tam metody pojawialy sie wczedniej w sposob niejawny, na przyklad w pracy Ripsa i
Segeva | -

Aby zastosowaé teorie malych skreslen, korzystamy z ciagu © = (0,,),en skonczonych
spojnych grafow w nastepujacy sposob. Niech I' bedzie grafem skonczonym oraz niech
(pn: O, — T)pen bedzie rodzing lokalnych izometrii grafow. Dane te wyznaczajg graficzng
prezentacje

{rle), (4.1)

ktora definiuje grupe
G = mi(I)/{(@u(m1(On) )nen))-

W rozwazanych przez nas przypadkach wybieramy I' jako bukiet petli, przy czym lokalne
izometrie ¢,, odpowiadaja etykietowaniom m,, krawedzi grafow O,. Kazda petla w bukiecie
odpowiada jednemu generatorowi grupy G.

Ponizej opisujemy przestrzenie, z ktorymi bedziemy dalej pracowaé¢. Niech (p;: r; —
X®M);en bedzie rodzing lokalnych izometrii skoficzonych grafow r;, ktére nazywamy relato-
rami. Stozkiem nad relatorem r; nazywamy przestrzen ilorazowa

coner; := (r; x [0,1])/{(z,1) ~ (y,1)}.
Glownym obiektem naszych badan w tej sekcji jest zestozkowana przestrzen (coned—off space)

X :=XxW Ues) U coner;,
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gdzie ¢; oznacza odwzorowanie r; x {0} — X1, Zaktadamy, ze X jest jednospojna. Prze-
strzen X posiada naturalng strukture kompleksu CW i bedziemy ja dalej nazywaé po prostu
kompleksem. Jezeli nie zaznaczono inaczej, rozwazamy na O-szkielecie X (©) metryke drogowq
d(-,-) zadang przez (kombinatoryczne) éciezki w 1-szkielecie X (V). Geodezyjnymi nazywamy
najkrotsze sciezki w XM wzgledem tej metryki.

Sciezkq w X nazywamy lokalnie injektywne symplicjalne odwzorowanie p — X, gdzie
graf p jest homeomorficzny z odcinkiem. Sciezke p — X nazywamy kawatkiem (piece),
jezeli istniejg relatory r;,r; takie, ze p — X faktoryzuje sie jako p — 7; 4 X oraz jako
P — T BEN X, lecz nie istnieje izomorfizm r; — 7;, ktory czynitby nastepujacy diagram

przemiennym:
p——7;

e

TZ‘—>X

Oznacza to, ze Sciezka p wystepuje w r; oraz r; w dwoch istotnie réznych postaciach.

Dla A € (0,1) méwimy, ze kompleks X spelnia warunek matych skresleri C'(X) (lub ze X
jest C"(\)—kompleksem), jezeli kazdy kawalek p — X, faktoryzujacy sie przez p — r; —» X,
ma dtugosé (tj. liczbe krawedzi w p) $cisle mniejsza niz A girth r;, gdize girth r; oznacza popreg
grafu, czyli dlugosé najkrotszego prostego cyklu.

Dla danej graficznej prezentacji (I' | ©) definiujemy zwigzany z nig kompleks X w na-
stepujacy sposob. Zestozkowang przestrzen otrzymujemy, doklejajac do grafu I' stozki nad
grafami ©,, za pomoca (etykietujacych) odwzorowan ©, — I'. Grupa fundamentalna tej
przestrzeni jest (. Graf Cayleya prezentacji (I' | ©) jest 1-szkieletem X'(Y) uniwersalnego
przykrycia X' przestrzeni zestozkowanej. Definiujemy odwzorowania ¢;: r; — X jako
podniesienia odwzorowan O, — I'. W szczegélnosci grafy r; sa kopiami grafow O, dla
roznych n. Ostatecznie definiujemy X jako iloraz kompleksu X', w ktorym identyfikujemy
stozki doklejone przez ¢): r; — X'V oraz ¢ r; — X' jezeli istnieje izomorfizm grafow
etykietowanych (przez etykietowanie indukowane przez ©,, — I') r; — r; taki, ze ¢ fakto-

ryzuje si¢ jako r; — r; 2y X'M. Odwzorowania w;: i — X sa zlozeniami odwzorowan
¢ z ilorazowym odwzorowaniem X’ — X. Jezeli kompleks X jest C'(\)-kompleksem, to
prezentacje (I' | ©) nazywamy graficzng prezentacjg matych skreslen typu C'(N).

Lemat 4.4.8 (| , Theorem 1] oraz | , 5.10]). Dla grafu Cayleya XY graficznej
prezentacji matych skreslen typu C'(1/6) odwzorowania p;: r; — XY sq zanurzeniami izo-
metrycznymi.

4.5 Glowne wyniki z prac [H1]-[H3]
4.5.1 Gléwne wyniki z pracy [H1]

Problem konstruowania wysokowymiarowych grup hiperbolicznych w sensie Gromowa byt
wielokrotnie podnoszony w przeszlosci. LuZna hipoteza Gromowa | | (por. jej precy-
zyjna wersje na liscie probleméw Bestviny [Bes]) glosita, ze konstrukeja takich grup zawsze



wymaga nietrywialnych narzedzi z teorii liczb (por. takze dyskusje w | |). Ostatecznie
Januszkiewicz-Swiatkowski | | podali geometryczna konstrukcje hiperbolicznych w sen-
sie Gromowa grup Coxetera w kazdym wymiarze. Warto przy tym zauwazy¢, ze wczesniej
sadzono (por. hipoteze Moussonga | |), iz istnieje uniwersalne ograniczenie na wirtualny
wymiar kohomologiczny dowolnej hiperbolicznej w sensie Gromowa grupy Coxetera (co byto
wspierane przez wynik Vinberga | |). Pozniej pojawito sie kilka podobnych konstruk-
cji, zob. [Hag, , |. Wszystkie one wykorzystuja do$¢ zaawansowana aparature
teorii kompleksoéw grup, a ponadto otrzymywane w ten sposéb grupy sa zawsze systoliczne,
to znaczy dziataja geometrycznie na kompleksach systolicznych — por. Rozdziat 4.4.1. Jak
pokazali Januszkiewicz-Swigtkowski | | oraz ja sam | , |, grupy systoliczne
spelniajg bardzo restrykcyjne wtasnosci asferycznosci, ktore sprawiaja, ze s one w pewnym
sensie asymptotycznie dwuwymiarowe. W szczeg6dlnosci nie ,zawieraja asymptotycznie” sfer
0 wymiarze co najmniej 2.

W artykule [[11] przedstawiam prosta geometryczna konstrukcje hiperbolicznych w sensie
Gromowa grup Coxetera o dowolnie duzym wirtualnym wymiarze kohomologicznym. Jest to,
wedtug mojej wiedzy, najprostsza znana konstrukcja wysokowymiarowych grup hiperbolicz-
nych. Metoda ta jest elementarna i wykorzystuje jedynie (w najprostszej wersji) podstawowe
fakty o prostokatnych grupach Coxetera. Pozwolita mi ona skonstruowa¢ wysoko wymiarowe
hiperboliczne grupy Coxetera, ktére nie sa systoliczne — moga one zawieraé¢ sfery w nie-
skoniczono$ci. Sa to pierwsze znane przykltady tego typu. Z drugiej strony ogdlne ramy tej
konstrukeji umozliwity nam w | | uzyskanie nowych konstrukeji wysoko wymiarowych
grup o roznych wtasnosciach asferycznosci. Praca ta opiera sie na narzedziach i ideach zwia-
zanych ze stabo systolicznymi kompleksami (ang. weakly sytolic complexes), wprowadzonymi
i rozwinigtymi przeze mnie w | | (por. takze | )

Konstrukcja przebiega nastepujaco. Aby skonstruowaé hiperboliczng w sensie Gromowa
prostokatna grupe Coxetera, wystarczy znalez¢ skonczony 5-duzy (tj. flagowy bez kwadra-
tow) kompleks symplicjalny — por. Twierdzenia 4.4.2. Takie kompleksy symplicjalne kon-
struujemy indukcyjnie, przy czym ich globalny wymiar kohomologiczny ro$nie na kazdym
kroku. Krok indukcyjny dzieli si¢ na nastepujace trzy etapy.

Konstrukcja podstawowa.

Krok 1. Niech X bedzie skoriczonym 5-duzym (tj. flagowym bez kwadratow) kompleksem
symplicjalnym takim, ze H"(X;Q) # 0. Niech (W,S) bedzie ukladem Coxetera, ktorego
nerwem jest X, tzn. X = L(W,S). Wowczas wirtualny wymiar kohomologiczny grupy W
spelnia ved W > n + 1; por. Rozdzial 4.4.4. Kompleks X jest linkiem kazdego wierzchotka
kompleksu Davisa > = (W, S) odpowiadajacego (W, S5).

Krok 2. Wybieramy beztorsyjna podgrupe H grupy W o dostatecznie duzym skonczonym
indeksie. Wowezas Y = X/ H jest lokalnie 5-duzym kompleksem kostkowym (tj. z linkami
bedgcymi flagowymi kompleksami bez kwadratow) oraz zachodzi H"(Y; Q) # 0.

Krok 3. Niech X’ = Th(Y) bedzie symplicjalnym pogrubieniem kompleksu Y; por. Roz-
dzial 4.4.5. Wowcezas X' jest skoniczonym 5-duzym kompleksem symplicjalnym oraz mamy
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H™(X";Q) # 0.

Na tym konczy sie krok indukcyjny. Skonstruowany kompleks X' moze teraz postuzyc
jako kompleks poczatkowy X w Kroku 1. Kluczowym faktem, ktory sprawia, ze powyzsza
konstrukcja dziata, a zarazem glownym wynikiem pracy [H 1], jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.1 (|I11, Main Theorem|). Niech X bedzie skoriczonym 5-duzym komplek-
sem symplicjalnym takim, ze H"(X;Q) # 0. Wowczas istnieje beztorsyjna podgrupa H
grupy W o skoniczonym indeksie taka, Ze kompleks X' otrzymany w powyzszej konstrukcji
podstawowej jest skoriczonym 5—duzym kompleksem symplicjalnym oraz H" ™ (X';Q) #0. W
szezegdlnosci prostokgtna grupa Cozetera o nerwie X' jest hiperboliczna w sensie Gromowa
© ma wirtualny wymiar kohomologiczny co najmniej n + 2.

Zaczynajac od skoriczonego 5-duzego ng-wymiarowego kompleksu symplicjalnego X,
po wykonaniu k razy Krokéw 1-3 otrzymujemy skoriczony 5-duzy kompleks symplicjalny
X taki, ze H™"*(X;Q) # 0. W konsekwencji prostokatna grupa Coxetera o nerwie X
jest hiperboliczna w sensie Gromowa i ma wirtualny wymiar kohomologiczny co najmniej
no + k + 1.

Glowna idea stojaca za ta konstrukcja polega na tym, ze skoriczony iloraz X ,,n—wymiaro-
wego” kompleksu (kompleksu Davisa) wykorzystuje sie jako link wierzchotkéw w nowym
kompleksie (nowym kompleksie Davisa). W ten sposob ,wymiar” nowego kompleksu skacze
co najmniej o 1 (poniewaz nowy kompleks jest suma stozkoéw nad swoimi linkami), a nastepnie
procedure te powtarza sie indukcyjnie.

Moja konstrukcja dostarcza przykladéw wysoko wymiarowych hiperbolicznych w sen-
sie Gromowa grup Coxetera, ktore sa bardzo (tj. asymptotycznie) rézne od wezesniej kon-

struowanych. Wszystkie wczesniej znane przyklady z | , , , | byty
systoliczne. Grupy systoliczne sa w pewnym sensie dwuwymiarowe — ,nie zawierajg asymp-
totycznie” sfer o wymiarze wiekszym niz 1; por. | , , , |. Moja tech-
nika pozwala natomiast konstruowa¢ przyklady niesystoliczne — | zawierajace” sfery az do
wymiaru 3.

Stwierdzenie 4.5.2 ([I1, Proposition 5.1]). Niech Z bedzie petnym podkompleksem skori-
czonego 5—duzego kompleksu symplicjalnego Xo. Niech X bedzie skoniczonym b—duzym kom-
pleksem symplicjalnym otrzymanym w konstrukcji podstawowej startujge od Xy, a (W, S)
— odpowiadajgeym mu uktadem Cozetera (tj. X = L(W,S)). Wdwczas prostokgtna grupa
Cozetera W' o nerwie Z (tj. Z = L(W',S")) jest podgrupqg grupy W.

Do odrézniania niektorych z tych grup od grup systolicznych uzywam pojecia asympto-
tycznej dziedzicznej asferycznosci (ang. asymptotic hereditary asphericity, w skrocie AHA),
ktorego tutaj nie definiuje — por. | , |. Wtasnos¢é AHA jest formalnym sposobem
wyrazenia faktu, ze grupa ,nie zawiera asymptotycznie” sfer. Nastepujacy wniosek wynika
ze Stwierdzenia 4.5.2 oraz z faktu, ze podgrupy grup systolicznych sa AHA | -
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Whiosek 4.5.3 ([H1, Corollary 5.2|). Jezeli X, jest nerwem grupy W', ktdra nie jest asymp-
totycznie dziedzicznie asferyczna, to grupa W otrzymana w konstrukcji podstawowej nie jest
systoliczna.

Przyklady. Ponizej pokazuje, w jaki spos6b moja konstrukcja prowadzi do przykltadow
niesystolicznych. Niech X, bedzie nerwem prostokatnej grupy Coxetera W' dzialajacej geo-
metrycznie na k—wymiarowe]j rzeczywistej przestrzeni hiperbolicznej H* (takie grupy ist-
nieja tylko dla k = 1,2,3,4; por. | ). Jezeli k > 3, to grupa W' nie jest AHA (por.
[ : , |), a zatem rowniez grupa W (otrzymana w konstrukeji) nie jest AHA,
a w szczegblnosei nie jest systoliczna; por. | , -

Nie wiadomo, czy hiperboliczna w sensie Gromowa prostokatna grupa Coxetera moze
szawiera¢ asymptotycznie” sfery o wymiarze wiekszym niz 3. Pewna forma hipotezy Janusz-
kiewicza—Swiatkowskiego glosi, ze brzeg Gromowa jednospojnego lokalnie 5-duzego kom-
pleksu kostkowego (tj. CAT(—1) kompleksu kostkowego) nie moze zawiera¢ sfer o wymiarze
wiekszym niz 3. Poniewaz hiperboliczne prostokatne grupy Coxetera dzialaja geometrycznie
na takich kompleksach kostkowych (swoich kompleksach Davisa), hipoteza ta implikuje, ze
ich brzegi nie moga zawiera¢ sfer o wysokim wymiarze.

W przeciwieistwie do powyzszych wynikow moja konstrukcja implikuje réwniez naste-
pujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.5.4 (|I11, Proposition 6.1]). Niech k > 6 oraz niech X bedzie skoriczonym
S5-duzym kompleksem symplicjalnym otrzymanym w konstrukcji podstawowej. Zatozmy, ze
spetnione sq¢ nastepujgee warunki:

1) kompleks poczatkowy X, jest k—duzy;

2) na kazdym kroku konstrukcji podstawowej grupa H jest wybierana tak, aby minimalne
przesuniecie dziatania H na Th(Z)(l) byto co nagmniej k.

Wowczas otrzymany kompleks X jest k—duzy, a w konsekwencyi grupa Coxetera W o nerwie
X jest k—systoliczna.

Ponadto inne warianty konstrukcji podstawowej sa wykorzystywane w | | do uzyska-
nia nowych konstrukcji grup o réznych wtasnosciach asferycznosci spetnianych przez grupy
systoliczne; por. | , , |. Opiera si¢ to na pojeciu stabo systolicznych grup,
wprowadzonym przeze mnie w | -

Istnieje wiele wariantéw konstrukeji podstawowej, odpowiadajacych wyborowi kompleksu
Z pelniacego role ¥ w Kroku 1 konstrukeji, dla ustalonego kompleksu X. Ponizej opisuje
dwa z nich.

Dla danego X, W oraz X jak w Kroku 1 konstrukcji podstawowej, niech Z bedzie regu-
larnym prostokatnym budynkiem zwigzanym z grupa W. Prosta konstrukcja takich budyn-
kow zostala opisana w | |. Pokazano tam réwniez (odtwarzajac znane fakty w nowy
sposob), ze grupy izometrii takich budynkow posiadaja rezydualnie skoniczone jednorodne
kraty. W | | wykazano, ze dla dowolnego takiego budynku istnieje lokalnie 5-duzy kom-
pleks symplicjalny Th(Z), bedacy analogiem pogrubienia kompleksu kostkowego opisanego
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w Rozdziale 4.4.5: sympleksy Th(Z) odpowiadaja sferycznym residuom w Z. Woéwczas dla
odpowiednio dobranej grupy H, bedacej krata w Isom(Z7), iloraz H\Th(Z) jest skoniczonym
5-duzym kompleksem symplicjalnym z H" "' (H\Th(Z)) # 0 (poniewaz Z zawiera kopie X),
co pozwala kontynuowaé indukcje.

Dla danej hiperbolicznej w sensie Gromowa prostokatnej grupy Coxetera W o prezentacji
W = (S | (st)™t) mozna skonstruowaé nieprostokatna grupe Coxetera W/ = (S| (st)mft) w
nastepujacy sposob. Jezeli mg # 0o, to mg} = My, natomiast w przeciwnym przypadku my,
jest dowolna liczba wieksza niz 4 lub rowne co. W | | dowiedziono, ze wowczas grupa
W/ jest hiperboliczna w sensie Gromowa oraz ze ved(W7) = ved(W), o ile ved(W) > 2.

4.5.2 Gloéwne wyniki z pracy [H2]

Poczatkowa motywacja do napisania artykutu [H2] bylo nastepujace, dobrze znane pytanie:

Czy wszystkie grupy Burnside’a majq wtasnosé (T) Kazhdana?

(Por. np. [Obe, Open Problem 17, s. 9], ksiazke | , Open Example 7.3, s. 282], a takze
[ , 8. 1304] oraz [Sha, Conjecture]. W dwoch ostatnich pracach Y. Shalom formutuje to
pytanie jako hipoteze i podaje jej motywacje.)

Przypomnijmy, ze nieskoticzone grupy Burnside’a, to znaczy skonczenie generowane grupy
o ograniczonej torsji, zostaly po raz pierwszy skonstruowane przez Nowikowa—Adiana | -
Wolna grupa Burnside’a B(m,n) dana jest prezentacja

(81,82, -y Sm | w(s1,82,...,8m)"),

gdzie w przebiega wszystkie stowa w generatorach si, ss,...,s,,. Na powyzsze pytanie od-
powiadam przeczaco, dowodzac nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.5.5 (|12, Theorem 1]). Jezeli wolna grupa Burnside’a B(m,n) jest nie-
skoriczona, to dla kazdej liczby catkowitej k > 1 wolna grupa Burnside’a B(m, kn) dziata bez

punktdw statych na CAT(0) kompleksie kostkowym, a w szczegdlnosci nie ma wtasnosci (T)
Kazhdana.

Jako glowne narzedzie w pracy [H2| wprowadzam ogélng procedure zwana kubizacjg grupy
(ang. group cubization). Jest to prosty, sam w sobie interesujacy trik, ktory — jak sadze —
moze mie¢ szerokie zastosowania. Dziala on nast¢pujaco.

Niech G bedzie grupa skonczenie generowana, a I' — Z;~homologicznym nakryciem grafu
Cayleya I' grupy G (por. ponizej), gdzie Z;, = Z/kZ jest grupa liczb catkowitych modulo k.
Graf przykrywajacy r wyposazony jest w strukture przestrzeni ze Scianami, zadang przez
przeciwobrazy krawedzi grafu I'. Dowodze nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.5.6 ([[12, Theorem 2|). Dla skoriczenie generowanej grupy G i jej grafu
Cayleya ', Zy~homologiczne nakrycie r grafu I' jest grafem Cayleya pewnej skoriczenie ge-
nerowanej grupy G. Jezeli G jest nieskoniczona, to G dziata z nieograniczonymi orbitami na
CAT(0) kompleksie kostkowym.
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Grupe G nazywamy kubizacjq grupy G. Twierdzenie 4.5.5 wynika w prosty sposob z
Twierdzenia 4.5.6, poniewaz kubizacja G grupy Burnside’a G jest ponownie grupa Burnside’a
(o wyktadniku pomnozonym przez k).

Ponizej przedstawiam wiecej szczegdtow dotyczacych tej konstrukeji. Wyniki te wyko-
rzystuja jedynie kilka podstawowych faktow z teorii nakryé; klasycznym zrodltem jest na
przyktad ksiazka | -

Niech I' = Cay(G, S) bedzie grafem Cayleya grupy G generowanej przez skonczony syme-
tryczny zbior generatorow S (tj. S = S71). Przyjmujemy konwencje, ze kazdy wierzchotek
nalezy do dwoch krawedzi odpowiadajacych parze {s, s~'} dla kazdego s € S. W szczegdlno-
Sci generatory bedace involucjami daja podwojne krawedzie, a stopiefi kazdego wierzchotka
wynosi |S|. Ustalmy liczbe catkowita k& > 1. Niech p: I' — I' bedzie Z,—homologicznym na-
kryciem grafu I', to znaczy nakryciem odpowiadajacym jadru K naturalnego homomorfizmu

(T, 1) = H([;Z,) = (})zk,

gdzie I jest zbiorem indeksujacym generatory m1(I', 1), za$ 1 oznacza wierzchotek I odpowia-
dajacy elementowi neutralnemu grupy G. Zauwazmy, ze jest to nakrycie charakterystyczne,
to znaczy K jest charakterystyczna podgrupg m(I',1). Podgrupe te mozna utozsamic¢ z
Wl(f,T), gdzie 1 jest wierzchotkiem takim, ze p(1) = 1. W konsekwencji dla kazdego auto-
morfizmu g grafu I' zachodzi

g« © p*(ﬂ-l (f7i)) = p*(ﬂ-l (f7T))7

a zatem ztozenie g o p: I — I moina podnies¢ do odwzorowania ¢: I T spelniajacego
pog=gop.

Kazdy element g € G wyznacza automorfizm grafu I' dany przez mnozenie z lewej strony
przez g (rowniez oznaczany przez g). Niech G oznacza zbior wszystkich podniesien wszystkich
takich automorfizmow.

Twierdzenie 4.5.7 (|[[12, Theorem 3|). Zbior G tworzy grupe generowang przez zbiér S o
mocy |S| = |S|, przy czym T jest jej grafem Cayleya Cay(G,S).

Definicja 4.5.8. Grupe G nazywamy kubizacjg grupy G wzgledem jej grafu Cayleya [' =
Cay(G, S).

Wybierzmy wierzcholek 1 € T taki, ze p(T) =1 €I'. Dla kazdego s € S mozemy wybrac¢
jego podniesienie 5 w taki sposéb, aby s( ) bylo wierzchotkiem sasiadujacym z 1. Zbior
S = {5'| s € S} jest wowczas zbiorem generatorow grupy G i bedzie wykorzystywany dalej.

Lemat 4.5.9 ([ , Lemma 4]). Niech g1, ..., g, € G bedq takimi elementami, ze g1go - -+ g =
cl. Dlai=1,...,n niech g; bedzie podniesieniem elementu g;. Wdwczas (g; - - gn) = idg.

Korzystajac z powyzszych faktoéw, dowody Twierdzen 4.5.7 oraz 4.5.5 sa dosé proste,
dlatego przedstawiam je ponizej.
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Dowdd Twierdzenia 4.5.6. Na mocy Twierdzenia 4.5.7 graf r jest grafem Cayleya
Cay(G, S). Najpierw rozwazmy przypadek, gdy zadna krawedz grafu I' nie rozcina I
D. Wise [Wis, Section 9| oraz | , Section 10.3] zauwazyl, ze zbior wierzchotkow Zo—
homologicznego nakrycia grafu posiada naturalng strukture przestrzeni ze $cianami. Analo-
giczna struktura istnieje dla Z,—homologicznego nakrycia (por. np. | , str. 57]): prze-
ciwobraz kazdej otwartej krawedzi grafu I' rozcina przykrycie [ nak spojnych sktadowych.
Taki podzial zbioru wierzchotkow I' wyznacza 2k=1 _1 podzialow na dwa niepuste zbiory —
s to éciany w przestrzeni ze écianami (I'®, W). Oczywiscie grupa G dziata na (I'©, W): dla
kazdego generatora s € S 4ciana odpowiadajaca krawedzi e € E jest przeksztalcana przez s
na $ciane odpowiadajaca krawedzi s(e). Jasne jest, ze dziatanie to ma orbity nieograniczone
wzgledem pseudometryki $cian.

W przypadku, gdy istnieje krawedz rozcinajaca graf I, jej translacje przez G wyznaczaja
przestrzen ze $cianami (I'®,)0"). Dzialanie grupy G na (I'®, ') ma orbity nieograniczone
i indukuje dzialanie grupy G na (T© W) o tej samej whasnosci.

Na koniec, na mocy | , |, wnioskujemy, ze G dziala z nieograniczonymi orbi-
tami na odpowiadajacym jej CAT(0) kompleksie kostkowym. O

Dowo6d Twierdzenia 4.5.5. Niech G = B(m,n) bedzie nieskonczona wolna grupa Burn-
side’a. Niech T bedzie jej grafem Cayleya wzgledem (symetrycznego) zbioru generatorow
S, gdzie |S| = 2m. Z Twierdzenia 4.5.7 wynika, ze kubizacja G grupy G wzgledem T jest
grupa o grafie Cayleya I' = Cay(G, S), bedacym Z,~homologicznym nakryciem T', gdzie
S = {5|s e S} Dla kazdego stowa w = 31---5, mamy (s;---5,)" = ¢l, a zatem —
na mocy Lematu 4.5.9 — w* = ~1. Wynika stad, ze kubizacja G jest grupa Burnside’a
o wyktadniku kn. 7Z Twierdzenia 4.5.6 otrzymujemy, ze G dziala 7 nieograniczonymi orbi-
tami na CAT(0) kompleksie kostkowym. Poniewaz G jest ilorazem wolnej grupy Burnside’a
B(m, kn), rowniez ta ostatnia dopuszcza analogiczne dziatanie. O

Twierdzenie 4.5.6 moze by¢ uzyte do wykazania istnienia dziatan z nieograniczonymi
orbitami na CAT(0) kompleksach kostkowych dla innych klas grup. W szczegélnosci otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.5.10 ([I12, Corollary 1|). Jezeli grupa zadana prezentacjq (S | r1,72,...) jest
nieskoriczona, to grupa o prezentacji (S | r¥, 7%, ...) dziata z nieograniczonymi orbitami na
CAT(0) kompleksie kostkowym.

Wynik ten stosuje sie do klas grup zadanych prezentacjami, w ktorych relatory sa wtasci-
wymi potegami. Nalezy tu wiele waznych klasycznych przyktadéw: uogolnione grupy trojka-
towe, uogdlnione grupy von Dycka, grupy zadane prezentacjami Coxetera typow (I, m|n, k),

(I,m,n;q) oraz G™™P (por. np. | | i literature tam cytowana), a takze rézne grupy
malych skresleri (por. np. [Wis, | i literature tam zawartg).
Uwaga. W dodatku A comment on Osajda’s “Group cubization” paper do pracy [H2] Mi-

kaél Pichot przedstawia alternatywny dowdd pewnej wersji Twierdzenia 4.5.5. Dowdd ten
jest jednak mniej ogdlny (nie obejmuje przypadku grup generowanych przez dwa elementy,
tj. B(2,n)) i opiera sie na wczesniejszych nietrywialnych wynikach dotyczacych produktow
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wiankowych grup | , | (podczas gdy moje metody sa bardzo elementarne). Po-
nadto istotnym aspektem mojej pracy jest samo wprowadzenie techniki kubizacji — por.
takze Rozdziat 4.6.1 ponizej.

4.5.3 Gléwne wyniki z pracy [H3]

Glownym celem artykutu [H3] jest przedstawienie techniki konstruowania skonczenie genero-
wanych grup, w ktorych grafy Cayleya zadane (nieskonczone) grafy zanurzaja sie izometrycz-
nie. Pozwala to otrzymywa¢ grupy posiadajace wlasnosci w pewnym sensie odzwierciedlajgce
wlasnosci tych tych ostatnich graféw. W szczegolnoscei konstruuje grupy bez wlasnosci A Gu-
olianga Yu, ktore sa zgrubnie zanurzalne w przestrzen Hilberta (por. nizej), oraz grupy, w
ktorych grafy Cayleya pewne ekspandery zanurzaja sie izometrycznie. Te ostatnie grupy nie
sa zatem zgrubnie zanurzalne w przestrzen Hilberta i dla nich zawodza r6zne wersje hipotezy
Bauma-Connesa. Ogo6lnym narzedziem, z ktorego korzystam, jest teoria graficznych matych
skreslen; por. Rozdzial 4.4.7. Gléwnym problemem technicznym jest wowczas znalezienie
odpowiednich etykietowan malych skreslei dla rozwazanych grafow.

Etykietowania malych skresleii pewnych graféw

Etykietowanie grafu mozna rozumieé¢ jako przypisanie etykiet skierowanym krawedziom lub
rownowaznie jako odwzorowanie w bukiet — por. Rozdzial 4.4.7. Etykietowanie spelnia pe-
wien warunek malych skreslen, gdy etykietowanie dlugiej Sciezki (dlugiej w poréwnaniu z
popregiem grafu) nie pojawia sie w dwoch roznych miejscach; por. Rozdzial 4.4.7. W naszych
zastosowaniach interesuje nas skoniczony zbior etykiet oraz grafy bedace nieskoriczonymi roz-
tacznymi sumami graféow skonczonych o stopniu jednostajnie ograniczonym. Przyktadami sg
ciagi skoniczonych graféw D-regularnych dla ustalonego D > 2. Dla takich grafow jedynym
znanym dotychczas etykietowaniem typu ,mate skreslenia” bylo stynne etykietowanie Gro-
mowa pewnych ekspanderow | | (por. omowienia tej konstrukeji w | ) |). Ety-
kietowanie Gromowa jest w pewnym sensie losowe (generyczne) i jako takie nie spelnia wa-
runku maltych skreslen, z ktérego korzystamy. W konsekwencji etykietowanie to daje jedynie
stabe zanurzenie w sensie | , Definition 7.2|, a nie zanurzenie zgrubne grafow (relatorow)
w odpowiadajaca im grupe. Przypomnijmy, ze odwzorowanie f: (X, dx) — (Y, dy) miedzy
przestrzeniami metrycznymi jest zanurzeniem zgrubnym, jezeli dy (f(x,), f(yn)) — oo wtedy
i tylko wtedy, gdy dx(z,,y,) — oo dla dowolnych ciagow (z,), (yn)-

W pracy rozwazam ciagi © = (0,,),en roztacznych skonczonych grafow spojnych o stop-
niu ograniczonym przez D > 0. Ponadto zachodzi girth ©, —— oo oraz ciagg © spelnia

n—oo
warunek

diam ©,, < Agirth©,, (4.2)
gdzie diam oznacza $rednice, girth popreg, czyli dlugosé najkrotszego cyklu prostego, a A

jest stalg uniwersalna (niezalezna od n). Ustalamy statq matych skresleri X € (0,1/6] oraz
zakladamy, ze 1 < |Agirth©,, ] < |Agirth©,,44|.
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Najciekawsze przypadki zachodzg dla D > 2. Takie ciagi istnieja: przykladem sa grafy
Ramanujana 7 | , |. Sa to przyktady ekspandersw (grafow); por. | |-
Glownym wynikiem technicznym pracy [I13], jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.11 ([H3, Theorem 1|). Dla kazdego N\ > 0 istnieje etykietowanie matych
skreslen typu C'(N\) ciggu (O )nen nad skoriczonym zbiorem etykiet.

Jest dobrze znane (por. np. | , |), ze spelnienie tak silnego warunku matych
skreslen implikuje, iz w konstruowanych grupach grafy ©, zanurzaja sie izometrycznie w
grafy Cayleya; por. Lemat 4.4.8.

Twierdzenie 4.5.12 (|13, Theorem 3.2|). Niech G bedzie grupg zadang graficzng prezentacjg
(I'| ©), gdzie lokalne izometrie ©, — ' sq wyznaczone przez etykietowania m,. Wowczas
kazdy graf ©,, zanurza sie izometrycznie w graf Cayleya grupy G danej prezentacjg (I'| ©).

Do konstruowania wymaganych etykietowan wykorzystuje techniki kombinatoryczne (ko-
lorowania grafow) | | oparte na Lemacie lokalnym Lovésza; por. Rozdzial 4.4.6.
Warto podkresli¢, ze cho¢ rdzen metody ma charakter probabilistyczny (podobnie jak w
technikach Gromowa), to istnieje zasadnicza réznica: szukam dowolnego etykietowania spel-
niajacego wymagane wlasnosci, podczas gdy w podejsciu Gromowa analizuje sie wlasnosci
etykietowania losowego. Roznica ta jest kluczowa dla uzyskania silniejszych wtasnosci, o
ktoérych byta mowa powyzej.

Narzedzia uzywane w obu podejsciach sa rézne, a przedstawiony argument jest réwniez
relatywnie krotki (s. 5-14 pracy) w poréwnaniu 7z argumentem Gromowa zaprezentowanym
w | -

Ponizej opisuje konkretne zastosowania skonstruowanych etykietowan malych skreslen.
Ponadto sama konstrukcja oraz ogolna technika kombinatoryczna rozwinieta w tej pracy
stanowia istotne narzedzia, ktoére znalazty liczne dalsze zastosowania; por. Rozdziat 4.6.3.

Grupy z ekspanderami w grafach Cayleya

Wykorzystujac swoje etykietowanie ekspanderéw, Gromov skonstruowat skoniczenie genero-
wang, grupe, dla ktorej istnieje stabe zanurzenie ekspandera w sensie | , Definition 7.2]
[ |. Stabe zanurzenie nie musi byé¢ zanurzeniem zgrubnym i w konstrukeji Gromowa nie
mozna uzyska¢ tego drugiego. Posiadanie stabo zanurzonych ekspanderéw wystarcza, aby
stwierdzi¢, ze grupa nie jest zgrubnie zanurzalna w przestrzen Hilberta | | lub ze zawodzi
dla niej hipoteza Bauma-Connesa ze wspolczynnikami | | (por. nasze Wnioski 4.5.14
i 4.5.15). Jednak w wielu innych sytuacjach wydaje sie konieczne posiadanie rzeczywistego
zanurzenia zgrubnego ekspandera, aby uzyska¢ pozadane wlasnosci; por. np. | |. Moje
etykietowania pozwalaja dostarczy¢ grup o takiej wlasnosci, a nawet o silniejszych, co poka-
zuje nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.5.13 ([I13, Theorem 4|). Istniejg skoriczenie generowane grupy, w ktorych
grafy Cayleya ekspandery zanurzajq sie izometrycznie.
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Istnienie takich przykladéw jest kluczowe dla pewnych analiz zawodzenia hipotezy Bau-
ma—Connesa ze wspolczynnikami, jak w [ , Theorem 8.3] (por. Wniosek 4.5.15) czy
w | , Section 7|. Poza monstrami Gromowa (oraz grupami pochodnymi) moje przy-
ktady sa jedynymi znanymi obecnie skoniczenie generowanymi kontrprzyktadami do hipotezy
Bauma-Connesa ze wspolczynnikami oraz jedynymi znanymi skonczenie generowanymi gru-
pami niezanurzalnymi zgrubnie w przestrzen Hilberta.

Jako bezposrednia konsekwencje Twierdzenia 4.5.13 oraz wyniku Sapira | | otrzymu-
jemy istnienie zamknietych rozmaitosci asferycznych, ktorych grupy podstawowe zawieraja
zgrubnie zanurzone ekspandery; por. Wniosek 4.5.16. Sa to pierwsze przykltady tego typu.

Zauwazmy, ze w pewnych sytuacjach konieczne moze by¢ rzeczywiste izometryczne za-
nurzenie zadanych graféow w grupach — dzieje sie tak na przyktad w naszej konstrukeji grup
PW bez wlasnosci A, przedstawionej w nastepnej podsekeji, gdzie jest to potrzebne do sub-
telnej konstrukeji cian. Sadzimy, ze wlasno$¢ ta moze by¢ kluczowa réwniez dla dalszych

zastosowan. Ponadto izometryczne zanurzenie jest istotne w [[14] oraz w kolejnych pracach;
por. Rozdziat 4.6.3.
Ekspandery nie dopuszczaja zanurzen zgrubnych w przestrzenie Hilberta | |- Z|

Section 7| wynika, ze grupy zawierajace zgrubnie zanurzone ekspandery nie spetniaja hipo-
tezy Bauma—-Connesa ze wspotczynnikami. Nastepujacy wniosek jest bezposrednig konse-
kwencja powyzszych wynikow oraz Twierdzenia 4.5.12.

Whiosek 4.5.14 (|13, Corollary 3.3|). Jezeli © jest ekspandujgcym ciggiem graféw, to grupa
(I'| ©) nie jest zgrubnie zanurzalna w przestrzen Hilberta i nie spetnia hipotezy Bauma—Con-
nesa ze wspotczynnikams.

Nastepny wynik zostal udowodniony w | | dla grup zawierajacych zgrubnie zanu-
rzone ekspandery. Jak wyjasniono wyzej, dla grup Gromowa mamy jedynie stabe zanurzenie.
Moja konstrukcja dostarcza zatem pierwszych przyktadéw grup, dla ktérych zachodzi wnio-
sek nastepujacego twierdzenia.

Wniosek 4.5.15 (| , Corollary 1.7]). Niech G bedzie grupq zadang graficzng prezentacjq
(I'| ©), gdzie lokalne izometrie ©,, — T' sq wyznaczone przez etykietowania m,, a © jest cig-
giem grafow ekspandujgcych o rosngcym obwodzie. Niech X bedzie obrazem izometrycznego
zanurzenia © w graf Cayleya Y grupy G. Dlan € N niech X,, = {y € Y | dy(y, X) < n},
A, = 12°(X,,K) oraz A = lim, o [®(X,,,K), gdzie K jest algebrq operatorow zwartych
na ustalonej nieskoriczenie wymiarowe) separowalnej przestrzeni Hilberta. Wowczas prawe
dziatanie grupy G na 'Y nadaje A strukture G-C*—algebry i:

1. odwzorowanie (assembly map) Bauma-Connesa dla G ze wspdtczynnikami w A jest
intektywna;

2. odwzorowanie (assembly map) Bauma—Connesa dla G ze wspdtczynnikami w A nie jest
surjektywna;

3. maksymalne odwzorowanie Bauma—Connesa (mazimal Baum-Connes assembly map)
dla G ze wspotczynnikami w A jest izomorfizmem.
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Podobnie, istnienie grup zawierajgcych zgrubnie zanurzone ekspandery jest kluczowe dla
wynikow z | , Section 7.

Sapir | | opracowat technike zanurzania grup o kombinatorycznie asferycznych reku-
rencyjnych kompleksach prezentacyjnych w grupy o skoniczonych kombinatorycznie asferycz-
nych kompleksach prezentacyjnych. Prezentacja dana etykietowaniem (6, m) z Twierdze-
nia 4.5.12 jest asferyczna; por. np. | |. Jest ona réowniez rekurencyjna — etykietowanie
(©,m) mozna znalez¢ algorytmem “brute force”. Zanurzajac grupe (I'| ©) z Wniosku 4.5.14
w grupe skonczenie prezentowana, otrzymujemy pierwsze przyktady takich grup zgrubnie
zawierajacych ekspandery. W konsekwencji, wykorzystujac techniki Sapira oraz Twierdze-
nie 4.5.12, otrzymujemy pierwsze przyktady nastepujacych rozmaitosci.

Wnhniosek 4.5.16 ([113, Corollary 3.5|). Istniejq domkniete rozmaitosci asferyczne o wymiarze
4 1 wiekszym, ktorych grupy podstawowe zawierajq zgrubnie zanurzone ekspandery.

Grupy niedokladne z wlasnoicia Haagerupa

Wtasnosé A, czyli zgrubna Sredniowalno$é, zostata wprowadzona przez Guolianga Yu | |
w kontekscie badan nad hipoteza Bauma-Connesa. Jednorodnie dyskretna przestrzen me-
tryczna (X, d) ma wltasnosé A, jezeli dla kazdego € > 0 oraz R > 0 istnieje rodzina skonczo-
nych zbiorow {A;}.ex, gdzie A, € X x N, oraz stala S > 0 takie, ze:

L iRk << dn da) < R

2. A, C B(z,S) x N.

Skonczenie generowana grupa ma wlasnosé A, jezeli jest zgrubnie sredniowalna dla metryki
stow wzgledem pewnego skoriczonego zbioru generatorow.

Wiasnosé A mozna traktowac jako stabg (nieekwiwariantng) wersje sredniowalnosei i —
podobnie jak ona — ma ona wiele réwnowaznych sformultowan oraz liczne istotne zastoso-
wania; por. np. | , |. Dla przeliczalnych dyskretnych grup wtasnosé A jest réwno-
wazna: istnieniu topologicznie $redniowalnego dziatania na zwartej przestrzeni Hausdorffa
| |, doktadnosci zredukowanej C*-algebry | , |, whasnosci “nuclearity” jedno-
rodnej algebry Roe | |, oraz kilku innym wlasnogciom geometrycznym i analitycznym;
por. np. | , s. 81-82].

Wtasnosé A implikuje zgrubna zanurzalnosé w przestrzen Hilberta | |- Analogicznie,
$redniowalnosé implikuje wlasnos¢é Haagerupa (tj. a—T—$redniowalno$¢ w sensie Gromowa).
Ponizszy diagram przedstawia relacje (strzalki oznaczaja implikacje) pomiedzy tymi wlasno-
$ciami dla grup; por. np. | , 8. 124]. Zauwazmy, Ze pojecia po prawej stronie mozna
traktowac jako nieekwiwariantne odpowiedniki pojeé¢ po lewej stronie.

sredniowalnosé wlasnosé A

wlasnos¢ Haagerupa —— zgrubna zanurzalnosé¢ w [y
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W $wietle powyzszego pojawito sie naturalne pytanie, ktore przed praca [H3] pozostawato
otwarte: czy grupy zgrubnie zanurzalne w przestrzen Hilberta majg wtasnosé A? — por. np.
| , Remark 3.8(2)], | , Problem 3.4], | , 8. 257 1 261, |[Nib, s. 6], | ,
s. 27|, | , 8. 251 czy | , Open Question 5.3.3]. Proby odpowiedzi na to pytanie
(prowniez pozytywnej) przyciagnely znaczng uwage badaczy i zapoczatkowaly wiele nowych
idei. Dowodze twierdzenia silniejszego.

Twierdzenie 4.5.17 ([I13, Theorem 2|). Istniejq skoriczenie generowane grupy dzialajgce
wtasciwie na CAT(0) kompleksach kostkowych i nieposiadajgce wlasnosci A.

Dziatanie wtasciwe na CAT(0) kompleksie kostkowym jest rownowazne dziataniu wta-
$ciwemu na przestrzeni ze Scianami | , , |, czyli posiadaniu wlasnosci PW
(w terminologii | ). Implikuje to w szczegolnosei wlasno$é Haagerupa, a zatem ekwi-
wariantna zgrubng zanurzalno$¢ w przestrzen Hilberta. Twierdzenie 4.5.17 pokazuje, ze
powyzszy diagram jest zupelny — nie zachodza miedzy tymi wlasnosciami zadne inne impli-

kacje; por. | , 8. 124]. Poza monstrami Gromowa | |, grupy skonstruowane w 3]
s3 w istocie jedynymi znanymi obecnie skoticzenie generowanymi grupami bez wtasnosci A;
por. np. | ], [Nib, s. 6], | . 8. 28], | , 8. 251 oraz Section 7.5| czy | , Open

Question 4.5.4] dla uwag i pytan pokrewnych.

Zauwazmy, ze brak wtasnosci A byl przez niektorych badaczy uwazany za istotng prze-
szkode dla spelnienia réznych wersji hipotezy Bauma-Connesa. Kwestie te wyjasnia Twier-
dzenie 4.5.17: istnieja grupy bez wlasnosci A, ktére posiadaja wlasno$¢ Haagerupa. Dla
takich grup silna hipoteza Bauma—Connesa jest spelniona | -

Zgrubnie niesredniowalne grupy zanurzalne w przestrzen Hilberta skonstruowane w [H3]
sg zadane przez nieskonczone graficzne prezentacje matych skreslen; por. Rozdziat 4.4.7.
Nieskoniczona rodzina grafow bedacych relatorami sktada sie z pewnych nakry¢ grafow regu-
larnych o obwodach rosnacych do nieskoriczonosci. Relatory sa grafami ze $cianami, a zatem
istnieje system $cian réwniez dla samej grupy. W konsekwencji grupa dziala na przestrzeni
ze $cianami. Dzialanie to jest wlasciwe, jezeli spetnione sg dodatkowe warunki. Badam taki
warunek — wtasciwy warunek rzadkiego usciennienia (proper lacunary walling condition),
ktory stanowi teorie¢ interesujaca sama w sobie. W szczeg6lnosci otrzymuje nastepujacy
wynik.

Twierdzenie 4.5.18 (|3, Theorem 3|). Jezeli kompleks X spetnia wtasciwy warunek rzad-
kiego uSciennienia, to pseudometryka Scian jest wtasciwa. W konsekwencyi grupa dziatajgca
wltasciwie na X dziata wltasciwie na CAT(0) kompleksie kostkowym.

Grupa jak w Twierdzeniu 4.5.18 jest konstruowana w taki sposob, ze wlasciwy warunek
rzadkiego usciennienia jest spelniony dla przestrzeni, na ktorej grupa dziata wtasciwie. W
konsekwencji grupa ta dziata wtasciwie na CAT(0)

4.5.4 Gléwne wyniki z pracy [I4]
Skoniczenie generowana grupe nazywamy niedoktadng (ang. non-ezact), jezeli jej zreduko-

wana C*-algebra nie jest doktadna (ang. non-exact). Roéwnowaznie, grupa taka nie ma
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wlasnosci A Guolianga Yu; por. poprzedni rozdzial. Wiekszosé klasycznych grup jest do-
ktadna, to znaczy nie jest niedokladna. Pierwszymi przykladami grup niedoktadnych byly
tzw. monstra Gromowa | |. Praca [I14] opiera sie na mojej konstrukeji grup zawieraja-
cych izometrycznie zanurzone ekspandery, przedstawionej w [[13]. Glownym wynikiem pracy
[H1] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.19 (|11, Main Theorem|). Istniejg skoriczenie generowane, rezydualnie
skorniczone grupy niedoktadne zadane przez nieskoriczone graficzne prezentacje matych skre-
Slen.

Twierdzenie to rozwigzuje jedno z pytan z rozdziatu Open Problems ksiazki Browna
i Ozawy | , Problem 10.4.6]; tam tez mozna znalez¢ motywacje dla tego problemu.
Moje zainteresowanie tym zagadnieniem jest dwojakie. Po pierwsze, planowatem wykorzy-
sta¢ skonstruowane tam rezydualnie skonczone grupy niedoktadne do uzyskania dalszych, w
istotnym sensie nowych, przyktadéw grup niedoktadnych. Po drugie, uwazam, ze moje przy-
ktady moga by¢ uzyteczne w konstruowaniu i badaniu przestrzeni metrycznych o nowych,
interesujacych wlasnosciach zgrubnej geometrii.

Doktadniej, niech GG bedzie skoriczenie generowang, nieskonczong grupa rezydualnie skon-
czona oraz niech (N;)2; bedzie ciagiem jej normalnych podgrup o skonczonym indeksie
takim, ze

ﬁNi = {1}.

Przestrzeniq pudetkowq (ang. boz space) grupy G odpowiadajaca ciaggowi (N;) nazywamy
zgrubng rozlaczng sume | |72, G/N;, gdzie kazda ilorazows grupe G/N; wyposazamy w me-
tryke stow pochodzaca od ustalonego skonczonego zbioru generatorow grupy G. Wiasnosci
grupy G sa czesto Scisle powiazane z wtasnosciami zgrubno-geometrycznymi jej przestrzeni
pudetkowej. Na przyktad grupa jest sredniowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej przestrzen

pudetkowa ma wtasnosé A | , Proposition 11.39]. Przestrzenie pudelkowe stanowia
potezne narzedzie do konstruowania przestrzeni metrycznych o interesujgcych wtasnosciach
zgrubnej geometrii; por. np. | , Section 11.3|. Zastosowania wynikéow z [H4] w tym

kierunku omawiam w Rozdziale 4.6.4.

Idea konstrukcji grup z Twierdzenia 4.5.19 jest nastepujaca. Grupa zadana jest przez
nieskonczong graficzna prezentacje malych skreslen; por. Rozdzial 4.4.7. Jest ona granica
prosta ciggu grup (G;) z epimorficznymi odwzorowaniami wiazacymi. Kazda grupa G; po-
siada graficzng prezentacje matych skreslen bedaca skonczonym fragmentem prezentacji nie-
skoriczonej. Fragmenty te konstruowane sa indukeyjnie, z wykorzystaniem wynikow z [H3],
w taki sposob, aby spelnione byly nastepujace warunki. Kazda grupa G; jest hiperboliczna
i dziala geometrycznie na CAT(0) kompleksie kostkowym (na mocy warunku (B) ponizej),
a zatem jest rezydualnie skoriczona na mocy | |- Dla kazdego i istnieje homomorfizm
;. G; = F; do grupy skonczonej taki, ze zaden nietrywialny element i—kuli wokét jednosci
nie jest odwzorowywany na element neutralny. Kazdy homomorfizm ¢, faktoryzuje sie przez
epimorfizmy G; — G}, co indukuje homomorfizm grupy granicznej G' do grupy skoniczonej,
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iniektywny na duzej kuli. Stad wynika rezydualna skoriczonosé grupy G. Z kolei niedo-
ktadnosé¢ grupy G wynika z faktu, ze jej graf Cayleya zawiera ciag grafow (relatorow) bez
wtasnosci A.

Ustalmy A\ € (0,1/24] oraz liczbe¢ naturalnag D > 3. Niech (0,1) = (0;,1;)2, bedzie
ciggiem grafow D-regularnych z etykietowaniem [ spelniajacym nastepujacg wzmocniong
wersje warunku malych skreslen C'()\): kazda $ciezka w ©; o dtugosci co najmniej A girth(©;)
ma etykietowanie rézne od etykietowania dowolnej innej Sciezki. Takie ciaggi konstruowane
sa w [H3]. L o

Konstruuje ciag (0,1) = (0;,1;)72, normalnych nakryé¢ grafow (0;,(;) z etykietowaniem
indukowanym 1. Przez G, oznaczam skonczenie prezentowana grupe dang graficzng prezen-
tacja L R

Gi=(51]101,0,...,0,).
i+1

Odwzorowania ilorazowe oznaczamy przez qf : G; — Gy, przy czym q; oznaczamy skrotowo
przez q;. Rownoczesnie konstruuje homomorfizmy ¢!: G; — Fj dla i > j, przy czym ¢!
oznaczamy przez ;. Oznaczamy '
G = @(Gi, ),
a przez ¢°: Gy — G oraz ¢'_: G — F; odpowiednie odwzorowania graniczne.
Wymagamy, aby etykietowane grafy ((:)Z,Z)fil oraz homomorfizmy ¢! : G; — F ; spelniaty
nastepujace warunki:

(A) ((:)1j1), (ég,/l\g), ... jest etykietowaniem malych skreslen typu C’(\);
(B) (C:)l,/l\l), . ((:)Z,l:) dopuszcza wlasciwe Zo—usciennienie dla kazdego i;
(C) ¢;(g) # 1 dla kazdego j oraz kazdego g € B;(1, Cay(Gj, S)) \ {1};

(D) ¢l oq¢l = ¢l dla wszystkich j < k < I.

W szczegblnoscei ponizszy diagram jest przemienny.

Grafy @u grupy skoniczone F; oraz homomorfizmy gp{ (kiedy j < i) konstruuje indukcyjnie
wzgledem .
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Dow6d Twierdzenia glownego. Prezentacja (S | (:)1,@2, ...) jest graficzng prezentacja
malych skreslen typu C’()\) na mocy warunku (A). Zatem graf Cayleya Cay(G,S) zawiera
izometrycznie zanurzone kopie wszystkich grafow (:)Z na mocy Lematu 4.4.8. Innymi stowy,
Cay(G, S) zawiera ciag grafow D-regularnych o rosnacym popregu, a zatem grupa G jest
niedokladna na mocy | |-

Pokazemy teraz, ze grupa G jest rezydualnie skoriczona. Wezmy nietrywialny element
g € G. Niech i bedzie taka liczba, ze g € B;(1, Cay(G, S)). Wowcezas istnieje element ¢’ € G
taki, ze ¢©°(¢') = g oraz ¢’ € B;(1,Cay(G;, S)). Dla homomorfizmu ¢ : G — F; do grupy
skoniczonej F; mamy

Po(9) = v 0 47 (d) = @ild) # 1,

na mocy warunkow (D) oraz (C'). Dowodzi to, ze grupa G jest rezydualnie skoniczona. [

4.6 Dalsze konsekwencje gtéwnych wynikéw z prac [H1]-[H3]

W niniejszej sekcji opisuje kilka wybranych wynikéw innych autoréw, stanowigcych zastoso-
wania moich rezultatow z prac [H1]-[H1].

4.6.1 Dalsze konsekwencje glownych wynikéw z pracy [H1]

Niedawno, wykorzystujac moja konstrukcje z pracy [H1], Lafont—Minemyer—Sorcar—Stover—
Wells | | skonstruowali hiperboliczne grupy Coxetera, ktore wirtualnie rozwlokniaja
(fiber) sie nad Z w kazdym wirtualnym wymiarze kohomologicznym n > 2.

Poza Geometryczna Teoria Grup oraz dziedzinami z nia powiazanymi (w szczeg6lnodci
K-teorig oraz algebrami operatorowymi), techniki kombinatorycznej nieujemnej krzywizny
znalazty w ostatnich latach istotne zastosowania rowniez w dalszych obszarach matematyki
oraz w informatyce.

Na przyktad w pracach | , | zauwazono, ze kombinatoryczne konstrukcje wy-
soko wymiarowych hiperbolicznych w sensie Gromowa grup z prac | , , 1] maja
zastosowania w algebrze przemiennej, umozliwiajac konstruowanie interesujacych przykta-
dow w tej dziedzinie.

Jeszeze bardziej zaskakujace zastosowanie pojawilo si¢ w teorii uczenia maszynowego. W
pracy Brukhim-Carmon-Dinur-Moran—Yehudayoff | | autorzy skonstruowali przy-
ktady rozstrzygajace dtugo otwarte pytanie Natarajana, konstruujac klase nieuczalna (non-
learnable) o wymiarze Natarajana rownym 1. Kluczowym sktadnikiem dowodu jest kon-
strukcja wysoko wymiarowych pseudorozmaitosci o kombinatorycznie ujemnej krzywiznie,
podana przez Januszkiewicza-Swiatkowskiego w pracach | , |- Konstrukcja ta
opiera sie na budowie lokalnie CNPC kompleksow grup. W | | sugerowane sa dalsze
zastosowania w tym kierunku rezultatow z [I11].

4.6.2 Dalsze konsekwencje glownych wynikéw z pracy [H2]

Asheroft | | wykazal, ze losowe grupy w modelu losowym Gromowa przy gestosci d <
1/4 nie maja wlasnosci (T) Kazhdana. Dowod ten opiera sie na wykorzystaniu pewnej wersji
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kubizacji wprowadzonej w pracy [H2].

4.6.3 Dalsze konsekwencje glownych wynikéw z pracy [I13]

Hume | | wykazal, ze istnieje continuum parami réznych skonczenie generowanych
grup, ktorych grafy Cayleya nie sg rownowazne w silnym sensie, wykorzystujac moja kon-
strukcje grup z pracy [H3].

Coulon i Gruber | | skonstruowali grupy torsyjne zawierajace ekspandery, korzysta-
jac z mojego etykietowania malych skreslen z pracy [H3].

Arzhantseva i Tessera | | udowodnili, ze zgrubna zanurzalno$¢ w przestrzen Hilberta
nie jest zachowana przez rozszerzenia grup, wykorzystujac moja technike zanurzania grafow

w grupy z pracy [H3].

Parametr twin-width jest niezmiennikiem grafowym majacym zastosowania w algoryt-
mice, kombinatoryce oraz skoniczonej teorii modeli. Bonnet—Geniet—Tessera—"Thomassé
[ | wykazali, ze istnieja skoriczenie generowane grupy o nieskoriczonej wartosci tego
parametru, co wyjasnia kilka otwartych pytan w teorii graféw. Dowod ten w istotny sposob
opiera sie na etykietowaniach matych skreslen skonstruowanych w pracy [I13].

4.6.4 Dalsze konsekwencje glownych wynikéw z pracy [H4]

Pillon | | oraz Sawicki | | scharakteryzowali przestrzenie pudetkowe (box spaces)
rezydualnie skonczonych grup niedoktadnych w kategoriach geometrycznych. Takie charak-
teryzacje maja sens dzieki istnieniu tego typu grup, zapewnionemu przez wyniki pracy [I14].

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia na-
ukowa albo artystyczna realizowana w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegoblnosci zagranicznej

1. Wyktady zaproszone (invited lectures) na konferencjach, warsztatach itp., od 2016:

e 22-24.02.2016, Boundaries of groups and representations, Wieden

e 5-9.07.2016, Metric Spaces: Analysis, Embeddings into Banach Spaces, Applica-
tions, College Station

e 8-13.08.2016, Glances@Manifolds II, Krakow

e 28.08-3.09.2016, Measured Group Theory, Oberwolfach

e 9-13.01.2017, Non-Positive Curvature in Action, Cambridge

e 18-20.05.2017, Groups in Galway, Galway

e 5-9.06.2017, Propriétés géométriques et probabilistes des groupes infinis, Lille
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e 23-29.05.2018, Nonpositively Curved Groups on the Mediterranean, Nachsholim
e 18-22.06.2018, Boundaries of Groups, Luminy

e 9-13.07.2018, Graphs, Surfaces and Cube Complexes, Warwick

e 11.12.2018, Group Theory Seminar, ENS, Paryz

e 24.06-28.06.2019, Rigidity, Warszawa

e 24-26.05.2021, Perspectives on Artin groups, Edynburg

e 7-11.07.2021, GAGTA XIV, Edynburg

e 6-10.12.2021, Metric Graph Theory and Related Topics, Luminy

e 27.02-5.03.2022, Geometric Structures in Group Theory, Oberwolfach

e 2-3.06.2022, Polish Mathematical Society mini-conference, Warszawa

e 1-4.07.2022, Operator algebras, dynamics and groups, Kopanhaga

e 2-4.06.2023, Geometric Topology in New York, Nowy Jork

e 19-30.06.2023, Cube Complexes and Combinatorial Geometry, Montreal

e 3-7.07.2023, 29th Nordic Congress of Mathematicians with EMS (topology ses-
sion), Aalborg

e 15-19.04.2024, GTA, Bilbao

e 2-6.09.2024, Geometric Group Theory, Banff

e 23-26.09.2024, Buildings 2024, Munster

e 6.12.2024, GGSE, Southampton

e 2-4.05.2025, Cornell Topology Festival, Ithaca

e 26-30.05.2025, Mike Davis’ Birthday Conference, Columbus

e 16-20.06.2025, Geometric Group Theory and Related Topics, Pekin

e 18-22.08.2025, Algebraic and Analytic Methods in Group Theory in Warsaw, War-
szawa,

e 25-29.08.2025, Baby Steps Beyond the Horizon, Bedlewo
e 1-5.09.2025, Actions on graphs and metric spaces, Cambridge

2. Serie wykladow

e 1-5.12.2014, Embedding expanders into groups (3x60min), warsztaty “Expanders
everywhere!”, Neuchatel

e 11-13.03.2015, Embedding infinite graphs into finitely generated groups (6x45min),
Wyktady SSDNM, Warszawa

e 8-11.09.2015, Embedding infinite graphs into groups and applications (6x60min),
konferencja “Group actions and metric embeddings”, Kyoto
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2-6.05.2016, Groups containing expanders (6x45min), “Masterclass: Expanders
and rigidity of group actions”, University of Copenhagen, Kopenhaga

19-23.04.2021, Helly graphs and groups (4x60min), konferencja “Young Geometric
Group Theory (YGGT) X7, Newcastle

17-19.08.2022, Locally elliptic actions and nonpositive curvature (3x60min), KIAS,
Seul

13-17.11.2023, Helly graphs and groups (5x60min), “Masterclass: Topics in Geo-
metric Group Theory”, University of Copenhagen, Kopenhaga

03.2024, Small cancellation theory (5x60min), University of Leipzig, Lipsk
5-16.08.2024, Biautomaticity of Coxeter Groups, ICTS Bangalore

3. Odczyty na kolokwiach

13.03.2024 Colloquium, Norman, OK

21.05.2020 “Combinatorial nonpositive curvature and group theory”, (webinar),
Colloquium, St Petersburg

7.06.2018 “Group cubization”, Kolloquium Wilhelm Killing, Muenster

23.10.2009 “A construction of high dimensional Gromov hyperbolic Coxeter gro-
ups”, Pure Mathematics colloquium, Southampton

4. Zaproszone odczyty na seminariach (od 2016)

2025: Tokio, Erlangen, Poznan, Wroctaw; 2024: Goetheborg, Montreal, Columbus,
Norman ; 2023: Lipsk, Nowy Jork; 2022: Kopanhaga, Muenster, Seul, Odense; 2021:
Fayetteville (AR) (webinar); 2020: Edynburg (webinar), Montreal; 2019: Buenos
Aires; 2018: Lausanne, Muenster, Bonn, Columbus, Boston, Lille; 2017: Montreal,
Southampton; 2016: Warszawa, Zurich, Wieden, Bielefeld

1. Promowanie doktorantow:

Mateusz Kandybo, doktorat (oczekiwane 2028), University of Copenhagen.
Huaitao Gui, doktorat (oczekiwane 2027), University of Copenhagen.

Karol Duda, doktorat 2023, Uniwersytet Wroctawski, wspolpromotor z Aleksan-
drem Iwanowem.

Daniel Danielski, doktorat 2025, Uniwersytet Wroctawski, wspotpromotor z Ja-
nem Dymara.

Dominika Pawlik, doktorat 2017, Uniwersytet Warszawski i Instytut Matema-
tyczny PAN, wspotpromotor z Jackiem Swigtkowskim.

Tomasz Prytuta, doktorat 2017, Copenhagen University, wspotpromotor z Jespe-
rem Michaelem Mgllerem
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2. Uczenie na uniwersytecit (jesli nie zaznaczono inaczej, wyktady):

e Kursy na Uniwersytecie Kopenhaskim (University of Copenhagen): “Geometry
2”7, “Advanced vector spaces”, “Homological Algebra”, “Graphs and groups”

e Kursy na Uniwersytecie Wroctawskim: “Analiza 1”7 (¢wiczenia), “Algebra ” (¢wi-
czenia), “Wstep do topologii”, “Geometria elementarna”, , “Geometria nieeukli-
desowa”, “Kartografia matematyczna”, “Matematyka elementarna”, “Wstep do to-
pologii algebraicznej”, “Grupy i kompleksy”, “Geometria elementarna i nieeukli-
dasowa”, “Topologia algebraiczna I”, “Problemy geometrycznej teorii grup I-V”

(seminarium)

e Kursy na Uniwersytecie Wiederniskim (University of Vienna): “Geometric and
asymptotic group theory: Gromov’s polynomial growth theorem” (¢éwiczenia),
“Geometric and asymptotic group theory: Analytic properties of infinite groups”
(¢wiczenia), “Geometric and asymptotic group theory: Random groups” (éwi-
czenia), “Geometric and asymptotic group theory: Right angled Artin groups”
(¢wiczenia), “Gruppentheorie”

e Kursy na Uniwersytecie McGilla (McGill University): “Applied linear algebra”
(MATH270), “Combinatorial negative curvature” (MATH599), “Linear algebra
and geometry” (MATH133)

3. Organizacja konferencji itp.

e wspoétorganizator konferencji ,Geometric group theory”, Bedlewo, April 2004

e wspolorganizator serii popularnonaukowych odczytow dla szkét srednich: Wal-
brzyskie Spotkania Matematyczne”, 2004-2010, Walbrzych.

e wspoétorganizator warsztatow ,.JSJ-splittings of groups and limit groups”, Bedlewo,
16-17.05.2005

e wspoétorganizator konferencji ,International Conference and Workshops on Geo-
metric Topology honoring Karol Borsuk’s life and work on the 100th anniversary
of his birth” Bedlewo, Poland, 3-10.07.2005

e wspolorganizator warsztatow-konferencji “Topics in Geometric Group Theory” :
pierwsza edycja 25-29.06.2007, druga 23-27.06.2008, Bedlewo.

e wspotorganizator konferencji “Geometric Group Theory—Davis 607, 14-20.06.2009,
Bedlewo.

e wspoétorganizator warsztatow-konferencji “Geometric Group Theory” :pierwsza
edycja 27.06-3.07.2010, druga 26.06-2.07.2011, Bedlewo.

e czlonek komitetu naukowego konferencji “3rd Young Geometric Group Theory
Meeting”, CIRM, Luminy, 20-24.01.2014.

e wspotorganizator warsztatow “Kombinatoryka i Grupy” (Combinatorics and Gro-
ups), 21-23.04.2015, Bedlewo.
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e wspolorganizator warsztatow “Combinatorics and Groups”, 11-14.04.2016, Be-
dlewo.

e wspoltorganizator Semestru Simonsa “Geometric and Analytic Group Theory”,
1.04-15.07.2019, Warszawa.

e wspoétorganizator konferencji “Cohomological methods”, 8-12.04.2019, Warszawa.
e wspotorganizator konferencji “Non-positive curvature”, 20-24.05.2019, Warszawa.
e wspo6torganizator konferencji “Rigidity”, 24-28.06.2019, Warszawa.

e czlonek komitetu naukowego konferencji “Metric Graph Theory and Related To-
pics”, CIRM, Luminy, 6-10.12.2021.

e wspolorganizator mini-warsztatéw “Nonpositively Curved Complexes”, 7-13.02.2021,
MFO, Oberwol-fach

e wspolorganizator sesji Geometric Group Theory Section podczas Polsko-Hiszpaniskiego
Spotkania Matematcznego, 4-8.09.2023, ¥L.odz

e wspotorganizator szkoly dla doktorantéw “Topics in Geometric Group Theory”,
13-17.11.2023, University of Copenhagen

e wspotorganizator konferencji Young Geometric Group Theory, 7-11.4.2025, Ko-
penhaga
4. Popularyzacja nauki:

30.05.2012 odczyt w IIT LO Wroctaw; 4.10.2012 odczyt w SP 63 Wroctaw; 14.10.2013
odezyt w SP 63 Wroctaw; 7.12.2013 Uniwersytet Wroctawski, odczyt dla KFRD (li-
ceum); 25.11.2015 odezyt w LZN (technikum) Wroctaw; 26.11.2015 odczyt w XIII LO
Wroctaw; 2.12.20150dczyt w III LO Wroctaw; 21.05 i 4.06.2018 odeczyt w SP 63 Wro-
ctaw; 30.10.2019 odezyt w UOOM, Bardo Slaskie (liceum); 22.02.2025 odezyt w V LO
Wroctaw; 12-13.12.2025 cykl odcezytow “Grafy, grupy, akcjal!” dla Funduszu Zdolni

Inne informacje

1. Gléwne nagrody:

e 2015 Nagroda naukowa Rektora Uniwersytetu Wroclawskiego
e 2020 Nagroda Naukowa IMPAN
e 2021 Nagroda Gléwna PTM im. Stefana Banacha

2. Granty

e 1.10.2007-30.09.2008, gtowny wykonawca, “Marie Curie European Reintegration
Grant”, Uniwersytet Wroctawski, 40000 EUR

e 01.06-31.12.2008, gtowny wykonawca, Grant Naukowy Uniwersytetu Wroctaw-
skiego, no 2947/W/ IM /08, 14930 PLN
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e 19.12.2008-31.12.2009, gtowny wykonawca, Grant Naukowy Uniwersytetu Wro-
ctawskiego, no 2113/W/ IM /08, 8700 PLN

e 11.04.2016-10.04.2020, gtowny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant HAR-
MONTA UMO-2015/18/M /ST1,/00050, 342000 PLN

e 26.01.2018-25.01.2023, gtéwny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant OPUS
UMO-2017/25,/B/ST1,/01335, 440520 PLN

e 4.04.2019-3.04.2024, gtowny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant HAR-
MONTA UMO-2018/30/M /ST1/00668, 462000 PLN

e 15.01.2020-14.01.2024, gtéwny wykonawca, Narodowe Centrum Nauki grant BEETHO-
VEN CLASSIC UMO-2018/31/G/ST1/02681, 566580 PLN

e 15.01.2021-14.01.2024, opiekun grantu doktorskiego (gléowny wykonawca: Da-
niel Danielski), (Polish) Narodowe Centrum Nauki grant PRELUDIUM UMO-
2020/37/N/ST1/01952, 103380 PLN

e 1.01.2024-30.11.2028, gtéwny wykonawca, Carlsberg Foundation, Semper Ardens
Grant, 4997000 DKK

3. Recengje dla:

e Agencje grantowe: Swiss National Science Foundation (SNSF); European Science
Foundation (ESF); Research Foundation - Flanders (FWO)

e Czasopisma: Acta Mathamatica; Algebraic and Geometric Topology; Annales
Scientifiques de 'ENS; Bulletin of the London Mathematical Society; Colloqu-
ium Mathematicum; Discrete Mathematics; Duke Mathematical Journal; Funda-
menta Mathematicae; Geometric and Functional Analysis; Geometry and Topo-
logy; Groups, Geometry, and Dynamics; International Journal of Algebra and
Computation; International Mathematics Research Notices; Inventiones Mathe-
maticae; J. Combin. Theory Ser. B; Journal of the European Mathematical So-
ciety; Journal of the London Mathematical Society; Journal of Topology; Math.
Proc. Cambridge Philos. Soc.; Mathematische Annalen; Michigan Mathematical
Journal; Miinster Journal of Mathematics; Publicacions Matematiques; Topology
and its Applications; Proceedings of the AMS; Transactions of the AMS

4. Czlonkostwo w cialach akademickich:

e Czlonek Kmitetu Redakcyjnego Colloquium Mathematicum (od 2020)
e Czlonek Kapituly Nagrody Kamila Duszenki z Matematyki (od 2020)

e Czlonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Thomas Brown, University of So-
uthampton (2021)

e Czlonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Martin Axel Blufstein, University of
Buenos Aires (2023)

29



e Czlonek komisji ds. przewodu habilitacyjnego: Anne Lonjou, University Paris
(2025)

e Czlonek komisji ds. przewodu doktorskiego: Martina Jorgensen, ETH Zurich
(2025)

e Czlonek komisji ds. zatrudnien na stanowisku Professor W3, University Heidel-
berg (2025)
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