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Definicje | notacja

¢ Ruch BrownaB = (B; : t > 0), scentrowany proces@agtych trajektoriach

0 przyrostach niezaleznych i stacjonarnych:

(Bt1s — B:) to nowy ruch Browna niezalezny d®d,, : u < t).
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Definicje | notacja

..

¢ Ruch BrownaB = (B; : t > 0), scentrowany proces@agtych trajektoriach
0 przyrostach niezaleznych i stacjonarnych:

(Bt1s — B:) to nowy ruch Browna niezalezny d®,, : u < t).

¢ Ciagly martyngat (lokalny)M = (M, : t > 0) (czyli w zasadzie
E[M;ys|F:] = M;). Charakteryzowany przez wariacjgi/ ), niemalejacy,
ciagly proces t.za/12 — (M), jest martyngatemM = B < (M), = t.
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Definicje | notacja

.l

¢ Ruch BrownaB = (B; : t > 0), scentrowany proces@agtych trajektoriach
0 przyrostach niezaleznych i stacjonarnych:

(Bt1s — B:) to nowy ruch Browna niezalezny d®,, : u < t).

¢ Ciagly martyngat (lokalny)M = (M, : t > 0) (czyli w zasadzie
E[M;ys|F:] = M;). Charakteryzowany przez wariacjgi/ ), niemalejacy,
ciagly proces t.za/12 — (M), jest martyngatemM = B < (M), = t.

¢ Moment stoppT’, zmienna losowa R ; U {oc}, t.ze{T < t} jestF;
mierzalna, czyli taka "realna strategia zatrzymywania",

np.: pierwsze momenty d&gia do ustalonego zbioru.
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Definicje | notacja
¢ Ruch BrownaB = (B; : t > 0), scentrowany proces@agtych trajektoriach

0 przyrostach niezaleznych i stacjonarnych:
(Bt1s — B:) to nowy ruch Browna niezalezny d®,, : u < t).

¢ Ciagly martyngat (lokalny)M = (M, : t > 0) (czyli w zasadzie
E[M;ys|F:] = M;). Charakteryzowany przez wariacjgi/ ), niemalejacy,
ciagly proces t.za/12 — (M), jest martyngatemM = B < (M), = t.

¢ Moment stoppT’, zmienna losowa R ; U {oc}, t.ze{T < t} jestF;
mierzalna, czyli taka "realna strategia zatrzymywania",
np.: pierwsze momenty d&gia do ustalonego zbioru.

¢ Miara probabilistycznay, p € M} jesli [ |z|du(z) < oo oraz [ zdu(x) = 0.

J&sli X zmienna losowa o rozktadzjeto piszemyX ~ pu.
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej,
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej.,
znalez moment stopd’,

taki ze By ~ L.
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej,
znalez moment stopd’, "maty",

taki ze By ~ L.
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej.,
znalez moment stopd’, catkowalny,

taki ze By ~ L.
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej:, scentrowanej, o skazonej wariancji,

znalez moment stopd’, catkowalny,

taki ze By ~ L.
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej:, scentrowanej, o skazonej wariancji,
znalez moment stopd’, catkowalny,~ 7" wyrazony explicite

taki ze By ~ p.~ (B ) Jest Ul
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej:, scentrowanej, o skazonej wariancji,
znalez moment stopd’, catkowalny,~ 7" wyrazony explicite

taki ze By ~ p.~ (Biap) jest Ul

Dlaa <0< b, u=pd,+ (1 —p)dp = Top=inf{t >0: B; ¢ [a,b]};
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Problem zanurzenia Skorochoda

Dla B = (B; : t > 0) ruchu Browna,

miary probabilistycznej:, scentrowanej, o skazonej wariancji,
znalez moment stopd’, catkowalny,~ 7" wyrazony explicite

taki ze By ~ p.~ (Biap) jest Ul

Dlaa <0< b, u=pd,+ (1 —p)dp = Top =inf{t >0: B; ¢ [a,b]};

Dlayu = £5_2 + £80 + 145 istnieje bardzo duzo rozwigaanp.:

Tp = inf{t >T 11:B;€{-2,0,2}}

TAY = lﬂf{t > T_272/3 . Bt S {—2, O, 2}}

h

Przypomnijmy: dlaz < 0 < b,

sJf

IP’(BTa,b - a) = st EBr, , = 0.
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Przykiad

Dlay = +6_2 + 380 + 362 istnieje bardzo duzo rozwiaaanp.:

Th = inf{t > T—l,l . By € {—270, 2}}

TAY = lﬂf{t > T_2,2/3 . Bt & {—2, O, 2}}

1 I"Ir‘r/(H 1

- wmurmﬂ_: o - W;ﬁ{‘ﬁ,wpﬁw
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Czasy wyjscia z|a, b] - rozwigzanie Skorochoda

Niecha < 0 < borazl,, :=inf{t > 0: B; ¢ |a,b]} =inf{t > 0: B; € {a,b}}.

Miara Br, , ~ pa,p J€St SCENtrowana, skupiona w 2 punktach:b.
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Czasy wyjscia z|a, b] - rozwigzanie Skorochoda

1™

Niecha < 0 < borazl,, :=inf{t > 0: B; ¢ |a,b]} =inf{t > 0: B; € {a,b}}.

Miara Br, , ~ pa,p J€St SCENtrowana, skupiona w 2 punktach:b.

¢ Skorochod — kazda miare mozna przedstgako niezalezna mieszanke mial
thap ti. Y € M}, 3X zm. los. niedodatnia orgz: R — R, t.ze
[~ px p(x), azatemdlaX | B = (B; : t > 0) niezaleznych,
Tx pxy=1inf{t > 0: B; ¢ [ X, p(X)]} daje: By ~ p.
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L Czasy wyjscia z|a, b] - rozwigzanie Skorochoda

Niecha < 0 < borazl,, :=inf{t > 0: B; ¢ |a,b]} =inf{t > 0: B; € {a,b}}.

Miara Br, , ~ pa,p J€St SCENtrowana, skupiona w 2 punktach:b.

¢ Skorochod — kazda miare mozna przedstgako niezalezna mieszanke mial
thap ti. Y € M}, 3X zm. los. niedodatnia orgz: R — R, t.ze
[~ px px), azatemdlaX i B = (B; : t > 0) niezaleznych,
Tx pxy=1inf{t > 0: B; ¢ [ X, p(X)]} daje: By ~ p.

¢ Aby pozbyt sie zewnetrznej randomizaciX(powyzej) bedziemy sktada

T, », . Kluczowym narzedziem jest potencjat miary probabikziyej

e Mg
/va—y\du —(/w— )du(y)| = —l=|,

funkcja wklesta, Lipschitzowska, ktora pozwala badhiezn&c miar

prObab”'StycznyCh Konwersatorium IMPAN, Listopad 2004 — p.6/22



Rozwigzanie Chacona 1 Walsha

-

Dla € M§ mamy: uU(z) = — [ |z — yldu(y).
tatwo widz, ze j&li By ~ v, to po zatrzymanilBr, , ~ v, gdzieyU otrzymuje sig

z vU przez liniowe obciecieU pomiedzyvU (a) avU (b):

a b a b
| !
| |
|

vU ~U

Konwersatorium IMPAN, Listopad 2004 — p.7/22



Rozwigzanie Chacon-Walsh — c.d.

1™

Funkcja wklesta zapisuje sie jako przeliczalna granuw#e€ji afinicznych. Kolejne
funkcje to liniowe obciecia poprzednich, co odpowiadazahaniu ruchu Browna w

momencie wygcia z jakiegé przedziatu. Dostajemy tak cata rodzing rozwigaza

Bo ~ po

polJ
uwU
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Rozwigzanie Chacon-Walsh — c.d.

1™

Funkcja wklesta zapisuje sie jako przeliczalna granuw#e€ji afinicznych. Kolejne
funkcje to liniowe obciecia poprzednich, co odpowiadazahaniu ruchu Browna w

momencie wygcia z jakiegé przedziatu. Dostajemy tak cata rodzing rozwigaza

Bo ~ po
0

. AN
pol) g
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Rozwigzanie Chacon-Walsh — c.d.

.l

Funkcja wklesta zapisuje sie jako przeliczalna granuw#e€ji afinicznych. Kolejne
funkcje to liniowe obciecia poprzednich, co odpowiadazahaniu ruchu Browna w

momencie wygcia z jakiegé przedziatu. Dostajemy tak cata rodzing rozwigaza

By ~ ug AN

MOQ
251N

A
SRS
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Rozwigzanie Chacon-Walsh — c.d.

. |

Funkcja wklesta zapisuje sie jako przeliczalna granuw#e€ji afinicznych. Kolejne
funkcje to liniowe obciecia poprzednich, co odpowiadazahaniu ruchu Browna w

momencie wygcia z jakiegé przedziatu. Dostajemy tak cata rodzing rozwigaza

By ~ po AN
MOQ
pol)
' uU uU
a1 b1 as by
I I

Y p2U
U /MU

Ty =To b5 Tn=1nf{t > T,,_1: By ¢ [an,by]}, T = lim T, wtedy By ~ p.

Konwersatorium IMPAN, Listopad 2004 — p.8/22



Rozwigzanie Root’a

.l

Poprzednia konstrukcja, oparta na momentaclsogjz przedziatdw, daje
bezp&rednie wzory w przypadku miar atomowygh({x, x2,...,z,}) = 1. Dla
miar z gestecia konieczne jest pr&gie graniczne i nie mamy bezrednich
WZOrow.

Rodzina momentdw stopu:
T=inf{t >0: B, € A}, ACR,

jest zbyt uboga.
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Rozwigzanie Root’a

N

Poprzednia konstrukcja, oparta na momentaclsogjz przedziatdw, daje
bezp&rednie wzory w przypadku miar atomowygh({x, x2,...,z,}) = 1. Dla
miar z gestecia konieczne jest pr&gie graniczne i nie mamy bezrednich
WZOrow.

Rodzina momentdw stopu:
T=inf{t >0: B, € A}, ACR,

jest zbyt uboga.
Rozpatrzmy momenty dsgia dla zbioréw wezaso-przestrzea nie jedynie w

przestrzeni

T=inf{t >0:(¢t,B;) € R}, RCR; xR
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Rozwigzanie Root’a

% | ™=

Momenty stopu Root'a

T =inf{t > 0: (¢,B;) € R}, RCR; xR,

e

—

bedziemy rozpatrywadla barier, to jest takicl, )
ze(t,x) e R= (t+h,z) € R, h > 0. R
ri
yd

f""

P
S
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Rozwigzanie Root’a

N

Momenty stopu Root'a

Tr =inf{t > 0:(t,B;) € R}, R CR; xR,

bedziemy rozpatrywadla barier, to jest takicl,
R
- >

ze(t,x) e R= (t+h,z) € R, h > 0.

Okazuje sig, ze dla kazdej miary probabilistyczng J

n € M3 istnieje barierak?, C Ry x R,

taka 'zeBTRH ~ (L.

Niestety, chociaz istnienie bariery jest stosunkow

latwo pokaza, to wyznaczenie bariery
dla danej miary udaje sie niezwykle rzadko!

(i na odwrot)

Fd
L/.o—'
D>
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Rozwiazanie Azémy-Yora

% | ™=

W konstrukcji Root’a rozwazamy momenty d@cia dla dwuwymiarowego
procesu:(t, B;). Sprobujmy zastapideterministyczny proces pierwszej
wspotrzednej przez inny proces!
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Rozwiazanie Azémy-Yora

W konstrukcji Root’a rozwazaimy momenty d@cia dla dwuwymiarowego
procesu:(t, B;). Sprobujmy zastapideterministyczny proces pierwszej
wspotrzednej przez inny proces!

Rozwazmy procesS;, B;) gdzieS; = sup, ; B.. Taki proces przybiera warsoi w
zbiorze:{(s,z) : s > max{0,x}}. Dla rosnacej funkcji(z) > = popatrzmy na

pierwszy moment dggia dla(.S;, B;) do H:

=
|

{(s,2) €ER?*: 5 > ¥(x)}
TAY = mf{t > 0: (St, Bt) c H}
= inf{t>0:5;, =V(By)}.

Bt
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Rozwiazanie Azémy-Yora - c.d.

® NiechS; = sup,, Bs, fi(z) = p([z,0))
T =Tay =inf{t >0:U(B,) =S,}, ¥
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Rozwiazanie Azémy-Yora - c.d.

® NiechS; = sup,; Bs, fi(z) = p([z, 00))
T =Tay =inf{t >0:U(B,) = S,}, ¥

¢ Wtedy S = ¥(Br), a zatem j8li By ~ puto
v(s)=P(St > s)=P(Br > ¥ 1(s)) =u(¥~1(s)), gdzieSr ~ v.
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b Rozwiazanie Azémy-Yora - c.d.

@ NiechS; = sup,,; Bs, fi(x) = p([z,00))
T=Tay =inf{t >0:U(B,) =S}, ¥

¢ Wtedy S = ¥(Br), azatem jsli By ~ pto
v(s) =P(St >s)=P(Br > ¥ 1(s)) =nu(v1(s)), gdzieSr ~ v.
®DlafeCl,F=[f M =F(S,)— (S — B)f(S,) jest martyngatem.
Stosujac tw o stopowaniu diB, EF(St) = E[f(S7)(St — ¥~1(S7)], czyli

% (dla dowolnego f), /F(s)dl/(s) = /(S — U Hs)) f(s)dv(s)
L w(s)ds W)
dv(s) = TS o U-i(s) a zatem df(x) = “T() wd\IJ(:L')
¥(a) = V@) = —— /[ vdu(y)  daie Br g
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Dygresja martyngatowa

Na poprzednim slajdzie widziéliny, ze dlaf € C}, F(z) = [ f(y)dy,

M/ .= F(S,) — (S, — B.)f(S:), t >0 jest martyngatem.
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Dygresja martyngatowa

Na poprzednim slajdzie widzi&liny, ze dlaf € C}, F(z) = [ f(y)dy,
M} = F(S,) — (S, — B)f(S:), >0 jest martyngatem.
Niech f(z) = 1,>, gdzie ustalone. Wtedy'(z) = (x — A\) a zatem

M} = (S, =Xt = (S — Bi)lg,5x = (B — N)1g, >\

dlaTmst = MP(S. >\ =E {3715T>>\}, czyli nier6wnos¢ max Doob’a.
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Dygresja martyngatowa

|

Na poprzednim slajdzie widzi&liny, ze dlaf € C}, F(z) = [ f(y)dy,
Mtf = F(S;) — (S — By) f(S), t =0 jest martyngatem.
Niech f(z) = 1,>, gdzie ustalone. Wtedy'(z) = (x — A\) a zatem

M} = (S, =Xt = (S — Bi)lg,5x = (B — N)1g, >\

dlaTmst = MP(S. >\ =E {BTlgT>>\}, czyli nier6wnos¢ max Doob’a.
Niech f(z) = pzP~1, p > 1. Wtedy F'(z) = zP a zatem

M = SP—pSPTH(S,— By) = (1-p)St —pB,SY
1 1 1/ P
ESP — p_E[B se] < B (E|B, ) p(ESﬁ)
p p
1/p —1 1/p
(ESP) < (E\BTVO) czyli LP — n-$¢ Doob’a.
p
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Reprezentowanie procesow

N

Pokazalkmy jak zanurzg miare probabilistyczna w ruchu Browna. Z niezalezio
stacjonarnsci przyrostow ruchu Browna wynika, ze mozemy te procedierowa.
Widac, ze tatwo zanurzymy w ten sposéb sumy niezaleznych amgiasowych.
Ogolniej, dosy tatwo widat, ze mozemy zanurzydyskretny martyngat:

(X% : k € N). Majac zdefiniowand’; : t < k, kolejny wyraz:T}, 1, otrzymujemy
jako moment stopu, ktéry zanurza (regularny) rozktad wiaowy

L(Xk+1| X = Bp,) w (nowym, niezaleznym od przessld) ruchu Browna
(Br,+¢+ — Bp,). Wtedy (B, : k€ N) ~ (X, : ke N).
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Reprezentowanie procesow

N

Pokazalkmy jak zanurzg miare probabilistyczna w ruchu Browna. Z niezalezio
stacjonarnsci przyrostow ruchu Browna wynika, ze mozemy te procedierowa.
Widac, ze tatwo zanurzymy w ten sposéb sumy niezaleznych amgiasowych.
Ogolniej, dosy tatwo widat, ze mozemy zanurzydyskretny martyngat:
(X% : k € N). Majac zdefiniowand’; : t < k, kolejny wyraz:T}, 1, otrzymujemy
jako moment stopu, ktéry zanurza (regularny) rozktad wiaowy

| L(Xg11|Xk = Br, ) w (nowym, niezaleznym od przessid) ruchu Browna
(B, 4+ — Br,). Wtedy (B, - k€ N) ~ (X, : ke N).

Procedura ta, cloonie jest optymalna, pozwala uzyskaiele wiasngci dla procesow

dyskretnych z ich analogonow dla ruchu Browna i byta powsmerstosowana.
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Reprezentowanie procesow - c.d.

N

Co wiecej, stosujac przsgie graniczne mozna rowniez zanuwrpsiocesy z czasem
ciagtym.

W 1978 roku Monroe, stosujac vdaie techniki zanurzeSkorochoda, pokazat, ze
dla dowolnego semimartyngaflX; : ¢ > 0) i ruchu Browna(B; : t > 0) istnieje
niemalejaca rodzina momentow stopi; : ¢t > 0), T3 < Ti4p, KtOra zanurza proce:
XwWB: (B, :t>0)~(X;:t>0). (Uwvaga: T; zrandomizowang.

W pewnym sensie na tym mozna by zakayc badanie innych procesow niz ruc
Browna, gdyby nie fakt, ze rodzin stofu nie da sie wyznacdyexplicite.. chyba ze

ogranicznymy sie do ciagtych martyngatow (lokalnych).
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Dambis-Dubins-Schwarz

1™

Swoistym rozszerzeniem czasow zrownania (jak Azemy-Yoaapdzing

momentow stopu, sa odwrotsa procesow rosnacych. Jezdlj jest rosnacym
procesem, adaptowanym, to jego odwr&no

Cs =inf{t > 0: A; > s},

daje rosnaca rodzine momentow stopu (i na odwrot).
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Dambis-Dubins-Schwarz

N

Swoistym rozszerzeniem czasu zrownania (jak Azémy-Yaaapdzing momentow
stopu, sa odwrotrsei procesow rosnacych. Jezdli jest rosnacym procesem,

adaptowanym, to jego odwrotsm
Cs =inf{t > 0: A; > s},

daje rosnaca rodzine momentow stopu.

Okazuje sig, ze ciagty martyngat lokal(W/; : t > 0) jest charakteryzowany przez
proces rosnacyM ), taki, zeM? — (M), jest martyngatem (lokalnym). Oznaczmy
przezT, odwrotnGt (M): T, = inf{t > 0 : (M); > s} i zdefiniujmy: N, = M.

Jest to oczyvdcie ciaglty martyngat lokalny, ale i wigcej...
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Dambis-Dubins-Schwarz

N

Okazuje sie, ze ciagty martyngat lokal(/; : t > 0) jest charakteryzowany przez
proces rosnacyM ), taki, zeM? — (M), jest martyngatem (lokalnym). Oznaczmy
przezT, odwrotnGt (M ). T, = inf{t > 0 : (M); > s} i zdefiniujmy: N, = M.
Zatozmy, z&(M ) o, = oo p.n.

Wtedy(N, : s > 0) jest ruchem Browna ora; = Ny,

Twierdzenie to wynika z charakteryzacji (P. Lévy) ruchu\Bna jako ciagtego
martyngatuB takiego, zg B), = s. W istocie: rodzinal’; jest rosnaca rodzina

momentow stopu oragNV ), = (M), = s.
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Dambis-Dubins-Schwarz - c.d.

N

Twierdzenie to daje piekna reprezentacje ciagtychtymgatow jako ruch Browna ze
zmienionym (explicite) czasem. Pozwala to przeaegele rezultatow dla ruchu

Browna na wszystkie ciagte martyngaty lokalne.

¢ | tak na przyktad rozwiazania problemu zanurzania Skasdelromowione

wczesniej przepisuja sie dla dowolnego martyngatu ciagtego
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Dambis-Dubins-Schwarz - c.d.

N

Twierdzenie to daje piekna reprezentacje ciagtychtymgatow jako ruch Browna ze
zmienionym (explicite) czasem. Pozwala to przeaegele rezultatow dla ruchu

Browna na wszystkie ciagte martyngaty lokalne.

¢ | tak na przyktad rozwiazania problemu zanurzania Skasdelromowione

wczesniej przepisuja sie dla dowolnego martyngatu ciagtego

¢ DlaH : Ry x R — R mamy, zeH (sup, ; B, By) jest martyngatem wtedy i
tylko wtedy, gdyH (sup,, <, M., M, ) jest martygnatem lokalnym dla

dowolnego ciagtego martyngafu .
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N

Twierdzenie to daje piekna reprezentacje ciagtychtymgatow jako ruch Browna ze
zmienionym (explicite) czasem. Pozwala to przeaegele rezultatow dla ruchu

Browna na wszystkie ciagte martyngaty lokalne.

¢ | tak na przyktad rozwiazania problemu zanurzania Skasdelromowione

wczesniej przepisuja sie dla dowolnego martyngatu ciagtego

¢ DlaH : Ry x R — R mamy, zeH (sup, ; B, By) jest martyngatem wtedy i
tylko wtedy, gdyH (sup,, <, M., M, ) jest martygnatem lokalnym dla
dowolnego ciagtego martyngafu .

# Nieréwndsci BDG:c,ET?/? < E(sup.<t|Bu|)? < C,ETP/? sa takze

prawdziwe dla dowolnego martyngatu ciagtego.
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Twierdzenie to daje piekna reprezentacje ciagtychtymgatow jako ruch Browna ze
zmienionym (explicite) czasem. Pozwala to przeaegele rezultatow dla ruchu

Browna na wszystkie ciagte martyngaty lokalne.

¢ | tak na przyktad rozwiazania problemu zanurzania Skasdelromowione

wczesniej przepisuja sie dla dowolnego martyngatu ciagtego

¢ DlaH : Ry x R — R mamy, zeH (sup, ; B, By) jest martyngatem wtedy i
tylko wtedy, gdyH (sup,, <, M., M, ) jest martygnatem lokalnym dla

dowolnego ciagtego martyngafu .

# Nieréwndsci BDG:c,ET?/? < E(sup.<t|Bu|)? < C,ETP/? sa takze

prawdziwe dla dowolnego martyngatu ciagtego.

® itp....
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Subordynacja

N

Dla procesow, ktore nie sa ciagtymi martyngatami w zasgadie znamy podobnych
technik. Jednym z nielicznych pomystow jakie nam pozestajstosowanie
niezaleznych zmian czasu. Mamy zatem ruch Brokna (B; : t > 0) oraz
niezalezny proces rosnagy= (A; : t > 0) i mozemy definiowé proces
subordynowanyX; = B4, .

Dla przyktadu: j&li A, jesta - stabilny, czyliE exp(iAA;) = exp(—|A|%), to proces
X jest2« - stabilny:

. . 2 —a\ 2w
Eel)\Xt _ Eel)\BAt _ Ee—%At _ e—2 A .

Jednakze poza prostymi przyktadami trudno jest w§iayprocesA, ktory da nam
oczekiwany proceX . Ciekawe sa réwniez pytania odwrotne: majacodgadna z

jakiej pary procesOw go otrzymano, ale to juz inna histaria

Konwersatorium IMPAN, Listopad 2004 — p.16/22



	Plan referatu
	Definicje i notacja
	Problem zanurzenia Skorochoda
	Przyk³ad
	Czasy wyjœcia z $[a,b]$ - rozwi¹zanie Skorochoda
	Rozwi¹zanie Chacona i Walsha
	Rozwi¹zanie Chacon-Walsh -- c.d.
	Rozwi¹zanie Root'a
	Rozwi¹zanie Az'emy-Yora
	Rozwi¹zanie Az'emy-Yora - c.d.
	Reprezentowanie procesów
	Reprezentowanie procesów - c.d.
	Dambis-Dubins-Schwarz
	Dambis-Dubins-Schwarz - c.d.
	Subordynacja
	Motywacje i aplikacje
	Optymalny problem Skorochoda
	Cel: zanurzenie dla funkcjonal {}'ow wycieczek procesu Markowa
	Przykl {}ady rozwa.{z}anych proces'ow
	Proces wieku wycieczki hspace *{0.2cm}{small [J.O. & M. Yor (2004)]}
	Wiek wycieczek: przyk³ady



