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Notacje 1

Cialo wypukle - wypukly, domkniety podzbiér
ograniczony w R".

Odleglo$¢ geometryczna dwéch cial A, B C R”
dg(A,B) = inf{tl/tg ‘ thAC B C t1B, t1,ty > O},
a ich odleglos¢ Banacha-Mazura

d(A,B) = inf{d,(A,T(B)) | T jest odwracalnym
operatorem liniowym z R" — R"}.

Uwaga: To nie sa metrykilll Staja sie nimi

dopiero po zlogarytmowaniu! Nieréwnosci trdjkata

sa multiplikatywne. Tzn. dla kazdego ciala C' mamy
d(A,B) <d(A,C)d(C,B) i d(AA)=1.

Bedziemy sie zajmowaC wylacznie cialami
symetrycznymi; tzn. takimi ze A = —A.

Przyklady: Kula euklidesowa w R", kule jednostkowe
ngl;”dla 1 <p<ox.
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Notacje 2

Polarem symetrycznego, wypuklego ciala B C R"
nazywamy zbidr

B°={zeR"| |<z,y>|<1 forevery y € B}.

Przyklady:
(tA)° =t"1A°, A C B pociaga B° C A°,
(By)° =B, dlap € [1,00], gdzie p’ =p/(p — 1).

Grassmannian G, i - jest to zbidr wszystkich
k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych w R”
wyposazony w (naturalna) miare unormowana.

Jezeli T : R"™ — R" jest izomorfizmem liniowym
to T'(B) nazywamy (inna) pozycja tego ciala.
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Latwa czes¢ Twierdzenia Fritza Johna

Twierdzenie 1. Dla kazdego symetrycznego ciala
wypuklego B w R" istnieje dokladnie jedna elipsoida £
minimalnej (dualnie maksymalnej) objetosci zwierajaca
B (zawarta w B). Co wiecej,

1
—E&CB(C&) (dualnie &£ C B C /né),
Vn

co znaczy, ze d,(E,B) < /n.
Biorac odpowiednie przeksztalcenie liniowe

T:& — BY otrzymujemy, zedla B =T(B)

1 -
—By C BC By
n

7

| podobnie w dualnym przypadku.

Whiosek: (i) Dla kazdego ciala B w R™ mamy
d(B, BY) < \/n, zatem
(ii) dla dowolnych A, B w R™ mamy d(A, B) < n.
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Zasada " kurczenia sie” srednic rzutow
(The Shrinking Principle)

Fakt. Dla dowolnego symetrycznego ciala wypuklego
B i "typowej” podprzestrzeni H € G, , mamy

Srednica Py (B) < Ci1+/k/n Srednica B

dla M*(B) < k < n.

" Typowa" - znaczy miara takich H jest eksponencjalnie
bliska jedynki (> 1 — exp —k),

M*(B) oznacza najwiekszy taki wymiar, ze typowy
rzut jest juz kulisty, a

C1 > 1 jest stala numeryczna.

Analogiczny  fakt zachodzi przez dualnosé
(polarnos¢) dla typowych przkrojéw ktére rosna wraz
z maleniem wymiaréw.
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Izomorficzne, losowe,
skonczenie—wymiarowe
Twierdzenie Dvoretzkiego

Tw.2. (A. Litvak & P.M. & N. Tomczak-Jaegermann)
Dla kazdego ciala B C R"™ dla ktorego B jest elipsoida
minimalnej objetosci i dla kazdego M*(B) < k < n
mamy

c\/log(n/k)/nPH(Bg’) C Py(B) C C\/k/nPy(BY)

dla  rzutéw ortogonalnych Py na "typowe
podprzestrzenie” H € G, gdzie 0 < c <1 < (C

oznaczaja stale numeryczne (tzn. niezalezne od n, k i
B).

Uwaga 1. Oczywiscie prawdziwa jest takze dualna
wersja tego twierdzenia (dla przekrojow).

Uwaga 2. Z Tw. 2 formalnie wynika, ze

M*(B) > c'logn.
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Nierownos¢ Santalo

Twierdzenie 3. Dla kazdego ciala wypuklego B C R"

1(B)vol (B°)\ /"
/ < VO < /
o< (Camm ) <C

gdzie 0 < ¢ < C’ sa stalymi numerycznymi.
Uwaga. Mozna pokazaé, ze ¢/ < C' = 1.
Definicja. (Wewnetrzny i zewnetrzny ”volume

ratio”)
Niech £ bedzie elipsoida a B cialem, £, B C R™.

(i) Jezeli £ C B, to definiujemy

vr (B, E) = (vol (B)/ vol ()™,

(ii) Jezeli B C &, to definiujemy

Vr (B, &) = (vol (€ Jvol(B))*/™.
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Whnioskowanie z objetosci
(Volume Ratio Argument;
inner and outer case)

Twierdzenie 4. Jezeli cialo B C R" zawiera ABY, to
dla typowej podprzestrzeni E € G, 1, gdzie k = In,
mamy

ABYNE CBNEC (Cvr(B,BY))Y1°ABYNE,

co znaczy d, (BN E,BYN E) < (Cvr (B, BY))Y/1-9.
Dualnie

Twierdzenie 5. Jezeli AB3 zawiera cialo B, to dla
typowej podprzestrzeni £ € G, i, gdzie kK = on, mamy

A(C Vi (B, ABI))Y1=9Py(BY) € Py(B) C APg(BY,
co znaczy d (B, Py (BY)) < (C Vr (B, B}))1/1=9.

Przyklady . . .
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Elipsoida Milmana

Definicja. Moéwimy, ze elipsoida £ C R"™ jest
elipsoida Milmana (M-elipsoida) dla symetrycznego,
wypuklego ciala B C R"™ (z parametrem (), jezeli sa
spelnione obie nieréwnosci:

1/n
vol (B+EpR)
(Vol(Bﬂé’ﬁ)) <C

vol (B°4+£2)\ /7
(VOI(BOQS§)> < C’

gdzie "+" oznacza sume Minkowskiego,

A+B={z+y |x€Aivye B}

Twierdzenie 6. (V. Milman) Istnieje stala numeryczna
Co > 1 taka, ze dla kazdego n > 1 i dla kazdego
symetrycznego wypuklego ciala B C R" istnieje M-
elipsoidsa z parametrem CJ.

Mowimy, ze B jest w M-pozycji, gdy B3 jest M-
elipsoida dla B (z parametrem Cj).
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Wilasnosci elipsoidy Milmana

Bezposrednio z definicji wynika, ze
00—1 <vol B/vol Eg < Cy oraz
Cy' < vol B°/vol £%4 < Cy.  Ponadto,
(*) Epo = (EB)°.

Twierdzenie 7. Dla kazdego § > 0 istnieje C' = C'(6)
taka, ze dla kazdego n € N i dla kazdego ciala B C R"
| jego M-elipsoidy £p oraz dla kazde] n—wymiarowe]
podprzestrzeni H C R"™ wymiaru k£ = dn, mamy

C(8)"! < (vol Py(K)/vol Py(Ep)) Y% < C(6)
C(6)"' < (vol(HNK)/vol(HNER)) F < C(9),

dla K bedacym dowolnym zbiorem z listy: B + £p,
BnNég,B.

Uwaga. Na mocy (*), podobne nieréwnosci
zachodza dla B i Epgo.
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Twierdzenie Milmana o przekrojach
rzutow
(Subspace of a Quotient Theorem)

Theorem 8 (V, Milman). Dla kazdej pary 0 < §; <
do < 1 istnieje stala C'(d1,02) > 1 taka, ze dla kazdego
n € N i dla kazdego symetrycznego, wypuklego ciala
B C R" w M- pozycji mamy:

(**) " typowy” [d1]-wymiarowy przekrdj " typowego”
[02]-wymiarowego rzutu ortogonalnego jest C(d1,d2)—
kulisty.
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