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Recenzja doktoratu Feliksa Raczki

Badanie sztywnych przestrzeni analitycznych zostalo zapoczatkowane w 1962 roku przez Tate’a w
celu analizy p-adycznych krzywych eliptycznych ze zla redukcja. Jego ide¢ mozna opisaé w
nastepujacy sposob: w analogii do badania rozmaitosci zdefiniowanych nad cialem liczb
wymiernych poprzez analizowanie tej rozmaitosci nad rozszerzeniem zespolonym QQ C C, mozna
rozwazac¢ inne rozszerzenia cial. Pozwala to stosowa¢ metody analizy matematycznej do
arytmetycznych probleméw, takich jak teoria Hodge’a czy etalne grupy fundamentalne. W podobny
sposob oczekujemy, ze bedzie mozna wykorzystywaé metody analizy matematycznej do badania
przestrzeni nad cialami niearchimedesowymi takimi jak Q,, lub C((¢)).

Idea ta znalazla juz wiele zastosowan, od sformutowania programu Langlandsa, przez rozwazanie
p-adycznych aproksymacji, az po badanie infinitezymalnych deformacji rozmaitosci zespolonych.
Sztywne przestrzenie analityczne sa obecnie badane w wielu wiodacych osrodkach na swiecie i
oczekujemy, ze ich zrozumienie pomoze rozwigzac znaczace problemy z teorii liczb, geometrii
algebraicznej i teorii reprezentacji.

Praca doktorska Feliksa Raczki dotyczy analizy kohomologii de Rhama D-moduléw na sztywnych
przestrzeniach analitycznych. Przypomnijmy, ze D-moduly (tzn. moduly nad pierscieniem
operator6w rézniczkowych) badane s3 od lat 70. XX wieku (poczawszy od Sato i Kashiwary) w
odpowiedzi na idee M. Saito dotyczace algebraicznej analizy. Spektakularnym osiggnieciem tej
metodologii jest dowdd hipotezy Kazhdana-Lusztiga. Byly one réwniez jedng z motywacji
wprowadzenia ,perwersyjnych” snopdw, ktdre sa obecnie intensywnie badane w zwigzku z
zastosowaniami w problemach dotyczacych osobliwych przestrzeni.

Gléwnym osiagni¢ciem Feliksa Raczki jest dowdd, ze wymiary kohomologii de Rhama
holomorficznych D-moduléw na sztywnych przestrzeniach analitycznych (spelniajacych
dodatkowe zalozenia) sa skoriczone. Problem pojawia si¢ naturalnie w zwiazku z trudnosciami
zwigzanymi z rozwini¢ciem teorii Hodge’a (w pracy Achingera i Talpo) dla rozmaitosci nad cialem
niearchimedesowym.

Zawartos¢ rozprawy: Praca zaczyna si¢ od wprowadzenia niezb¢dnych pojeé. Pierwszy rozdziat
jest rozbudowanym wstepem, w ktérym wyjasnione sg gtéwne wyniki. Nast¢pnie autor
przedstawia kontekst oraz usprawiedliwia koniecznos¢ wprowadzenia nowych metod poprzez
dyskusje, jak inne strategie dowodowe stosuja si¢ w rozwazanym przypadku. Na konicu rozdziatu
wprowadzone s3g oznaczenia oraz omdéwiona struktura pracy.

Drugi rozdzial zaczyna si¢ od wprowadzenia teorii sztywnych rozmaitosci analitycznych.
Przedstawiona jest teoria niearchimedesowych algebr Banacha. Nastepnie omdéwione sg
konstrukcje form rézniczkowych i kwazi-koherentnych snopéw na takich rozmaitosciach. Kolejno
wprowadzona jest teoria D-moduléw i oryginalne wyniki dotyczace cigglosci operatoréw na
rozwazanych przestrzeniach Banacha. Wyniki te sg niezbedne do zrozumienia snopu form


grzegorz.kapustka@uj.edu.pl
http://www.linkedin.com/in/example/

rézniczkowych na sztywnych rozmaitosciach. W konsekwencji autor przedstawia centralny obiekt,
ktérym jest snop form rézniczkowych rzedu < n na sztywnych rozmaitosciach nad cialem
niearchimedesowym (pozwala to pézniej zdefiniowaé modut M).

Gléwny wynik pracy doktorskiej jest udowodniony w rozdziale trzecim. Dotyczy on analizy
kohomologii de Rhama D-moduléw na sztywnych przestrzeniach analitycznych oraz pokazania, ze
w przypadku rozmaitosci kwazi-zwartych, kwazi-separowalnych i o charakterystyce 0 wymiary
tych kohomologii sg skoficzone. Powyzszy wynik jest nietrywialny nawet w przypadku gladkiej
zespolonej rozmaitosci algebraicznej. Mozna opisa¢ w tym przypadku ciekawy zwigzek pomiedzy
wigzkami wektorowymi z algebraiczng koneksja a systemami lokalnymi na odpowiadajace;j jej
rozmaitosci zespolonej X,,. Jezeli koneksja ta ma "regularne”osobliwosci, to kohomologie de
Rhama s3 kohomologiami stowarzyszonego systemu lokalnego (jest to wynik Deligne’a) i sa
naturalnie skoriczone. Jednak kiedy osobliwosci nie sa regularne, dowdd jest nietrywialny (patrz
prace Bernsteina).

Warto zauwazy¢, ze twierdzenie o skoiiczonosci wymiaru kohomologii de Rhama nie zachodzi w
charakterystyce roznej od zera (np. dla liczb p-adycznych). Z tego powodu dotychczas znana
metoda Bernsteina nie dziala w ogdlniejszym kontekscie. Istnieje rowniez inne podejscie do
problemu opisane w pracach Van den Essena (dla rozmaitosci nad szeregami formalnymi nad cialem
o charakterystyce zero), lecz wydaje sie, ze ono takze nie uog6lnia si¢ na rozwazany przypadek.
Autor przedstawia oryginalne i pomystowe rozwigzanie problemu, ktére opisze ponize;.
Pokrywamy rozmaitos¢ rozmaitosciami posiadajacymi globalny uktad wspoélrzedny (affinoidami).
W sytuacji podstawowego affinoidu, tzn. kiedy rozmaitos¢ jest polidyskiem, Rgczka opisuje
nastepujace kroki:

1. Wprowadzenie uzupelnionego pierscienia operatoréw rézniczkowych D i badanie
uzupelnienia M = M ®4 9,

2. pokazanie, ze kohomologie de Rhama M i M sa takie same (ten kluczowy dowdd jest
przedstawiony w sekgji 3.3.2). Jest to czysto algebraiczny fakt pokazany w Lemacie 3.3.3,
korzystajacy z faktu, ze twierdzenie zachodzi nad ciatem liczb zespolonych.

Nastepnym krokiem jest rozwazenie ogélnych affinoidéw poprzez analiz¢ D-moduléw na
domknietych podzbiorach polidysku. Godnym zwrdcenia uwagi jest tutaj Lemmat 3.4.2, ktdry jest
ciekawym wynikiem samym w sobie. Ostatnim krokiem jest przejscie do ogélnego przypadku
przez rozwazenie skoniczonego pokrycia; konkluzja jest otrzymana klasycznie, uzywajac ciggéw
spektralnych.

W czwartym rozdziale Raczka podejmuje inny temat réwniez zwiazany ze sztywnymi
rozmaito$ciami analitycznymi. Autor przedstawia nowy dowdd wzoru Deligne’a na indeks koneksji
na krzywych. Prébuje réwniez uogdélni¢ ten wzér na przypadek krzywych nad cialem
niearchimedesowym, jednak wyniki sg tylko cz¢sciowe. Ta czes¢ zaczyna si¢ od przedstawienia
abstrakcyjnej teorii krzywych za pomocg waluacji (wydaje mi sig, ze jest to przesada, poniewaz
teoria jest zwykle opisywana w pierwszych kursach geometrii algebraicznej). Jest to przygotowanie
do opisania wzoru Deligne’a na sztywnych przestrzeniach jednowymiarowych. Gléwnym
pomyslem jest uzycie “cyclic vector theorem"z pracy Y. André, F. Baldassarri oraz M. Cailotto o
istnieniu "cyklicznego wektora generujacego baze rozwazanej wiagzki'. Metody te daja mozliwosé
uogdlnienia wzoru Deligne’a na rozmaitosci nad ciatem niearchimedesowym, jednak pojawiaja si¢
nowe problemy techniczne. Autor uogélnia twierdzenie tylko w specjalnych przypadkach (np. dla
dysku Tate’a).

Ocena rozprawy: Czes¢ wprowadzajaca pracy zajmuje 70 stron i jest napisana starannie. Cze$¢ ta
zawiera rOwniez oryginalne wyniki dotyczace operatoréw na przestrzeni Banacha, godnym uwagi
jest Propozycja 2.3.12 ktdra jest ogélnym wynikiem o cigglosci operatoréw. Autor odnosi si¢ do
bogatej literatury, organizujac materialt w sposéb przygotowujacy do opisania gtéwnego wyniku.
Czes¢ wstepna jest jednak bardzo abstrakcyjna i przedstawiona w duzych szczegdtach (opisane sg



réowniez dowody klasycznych twierdzen). Takie podejscie jest bardzo pouczajace dla osoby
redagujacej, ale sprawia, Ze praca robi wrazenie bardzo technicznej i abstrakcyjnej. Brakuje mi w tej
czesci jedynie opisu motywacji do podjecia rozwazanych probleméw. Ciekawym tematem byloby
na przyktad krétkie omoéwienie idei spektakularnego dowodu hipotezy Sabbaha autorstwa Kedlayi
albo dowodu twierdzenia z p-adycznej teorii liczb. Tematyka ta wywolala ogromny postep w
fundamentalnych problemach.

Mozna znalezZ¢ nieliczne bledy w interpunkcji, réwniez sposob cytowania i referencji powinien by¢
jednorodny (Prop. czy Proposition?). Niedociggniecia sa jednak niewielkie i uwazam, Ze praca jest
zredagowana jasno i starannie. Uwazam, ze duzym osiggnieciem jest opanowanie dwoch waznych,
nowoczesnych i intensywnie badanych teorii: sztywnych przestrzeni analitycznych i teorii
D-moduléw. Autor poswiecil duzo pracy, aby wytlumaczy¢ czytelnikowi konieczne pojecia.
Doceniam réwniez opisy idei dowodéw przeprowadzonych w najprostszych sytuacjach.
Konkluzja: Moja opinia na temat omawianej pracy jest jednoznacznie pozytywna. Dowdd
gtéwnego wyniku jest pomystowy. Praca jest ciekawa i napisana jasno i starannie. Magistrant
osiggnal dobry poziom naukowy, wykorzystujac nowoczesne narz¢dzia w trudnych teoriach
D-moduléw i sztywnych rozmaitosci analitycznych. Z calg pewnoscig osiggnal poziom
umozliwiajacy samodzielne podjecie aktualnych tematéw w dziedzinie. Tematyka pozwala
kontynuowa¢ dalszy rozwdj poprzez kontakty z waznymi osrodkami naukowymi na calym swiecie.
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