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WIDZENIA NIEPRZEMIENNEJ MATEMATYKI
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STRESZCZENIE. Punktem wyjscia ‘kwantowej’ czy ‘nieprzemiennej’ matema-
tyki jest obserwacja, ze wiele wlasnosci klasycznych obiektéow daje si¢ wyra-
zi¢ w jezyku algebr funkcji na nich okre$lonych. W tym wykladzie pokazemy
na kilku przykladach, jak prowadzi to do badania ‘kwantowych’ uktadéw dy-
namicznych rozumianych jako endomorfizmy pewnych algebr operatorowych,
koncentrujac sie na odpowiednikach klasycznego pojecia entropii topologicznej
i klasycznych twierdzen ergodycznych.
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Wyktad 1 Nieprzemienna matematyka i definicja kwantowych/nieprzemiennych
ukltadéw dynamicznych: ogélna koncepcja ‘nieprzemiennej matematyki’;
C*-algebry i kwantowe topologiczne uklady dynamiczne; algebry Cuntza.

Wyktad 2 Nieprzemienna entropia topologiczna Voiculescu: endomorfizmy al-
gebr Cuntza; klasyczna entropia topologiczna wedtug Bowena; definicja nie-
przemiennej entropii topologicznej Voiculescu i jej podstawowe wlasnosci.

Wyktad 3 Entropia Voiculescu kwantowego przesuniecia: oszacowanie entropii
Voiculescu endomorfizméw permutacyjnych algebr Cuntza; entropia kwan-
towego przesuniecia.

Wyktad 4 Kwantowe ‘miarowe’ uklady dynamiczne: algebry von Neumanna i
kwantowe ‘miarowe’ uklady dynamiczne; niemal jednostajne twierdzenie
ergodyczne Lance’a i uwagi o jego uogdlnieniach.



1. WYKLEAD 1

Problematyka kwantowych czy nieprzemiennych uktadéw dynamicznych moze
by¢ rozumiana w rozmaity sposéb — aby sie o tym przekonaé¢ wystarczy przyjrzeé
sie kilku z blisko 1400 artykuléw oznaczonych symbolem MSC 46153 (odpowiada-
jacym kategorii ‘Noncommutative dynamical systems’) dostepnych w bazie Mathe-
matical Reviews. W tych wyktadach zaprezentujemy podejscie motywowane czysto
matematycznie, cho¢ oczywiscie wywodzace si¢ historycznie z mechaniki kwanto-
wej i wciaz blisko zwigzane z fizyka matematyczna. U jego podstaw lezy filozofia
nieprzemiennej matematyki. Osobom zainteresowanym fizycznymi interpretacjami
rozwazanych nizej probleméw polecamy ksiazke [AF].

1.1. Nieprzemienna matematyka — twierdzenie Gelfanda-Najmarka.

Definicja 1.1. Algebre Banacha A z inwolucja (czyli algebre z inwolucja * : A — A,
wyposazong w norme taka, ze jako przestrzen unormowana A jest zupelna, inwolucja
jest izometria oraz norma jest submultiplikatywna) nazywamy C*-algebra jesli

la*all = [lall*, a € A.

Dowody ogdlnych faktéw dotyczacych C*-algebr, z ktérych bedziemy korzystaé
nizej mozna znalezé na przyklad w monografii [Mu]. Wszystkie algebry rozwazane w
naszych wykladach bedg algebrami z jedynka. Przykladem C*-algebry jest M,,, al-
gebra macierzy n na n o wspélezynnikach zespolonych z norma operatorows, (kazda
macierz utozsamiamy z operatorem liniowym dzialajacym na przestrzeni Hilberta
C™). Ogdlniej jesli H jest przestrzenia Hilberta, to B(H), algebra wszystkich ope-
ratoréw ograniczonych na H, jest C*-algebra. Inny przyklad to algebra funkcji cia-
glych o wartosciach zespolonych na zwartej przestrzeni topologicznej X, ktéra be-
dziemy oznaczaé C(X) (bedziemy zakladad, ze wszystkie rozwazane przestrzenie
zwarte sa przestrzeniami Hausdorffa).

Twierdzenie 1.2 (Gelfand-Najmark, 1943). Kazida przemienna C*-algebra z je-
dynkq A jest izometrycznie izomorficzna z algebrg C(Xa) dla pewnej zwartej prze-
strzeni topologicznej Xa. Jesli Y jest zwartq przestrzeniq topologiczng, to algebry
A i C(Y) sq izomelrycznie izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy Xa ¢ Y sa home-
omorficzne.

1.2. Kwantowe topologiczne uklady dynamiczne i pewne wtlasnosci od-
wzorowan miedzy C*-algebrami. Jesli X i Y sg przestrzeniami zwartymi i
T : X — Y jest ciaggle, to w naturalny sposéb otrzymujemy przeksztalcenie ar :
C(Y) — C(X) okreSlone wzorem:

ar(f) = foT, feC(y).
Zwr6oémy uwage na ‘odwrécenie strzatek’:
T: X — Y
C(X) « CY) :ar.

Odwzorowanie a7 jest *-homomorfizmem zachowujacym jedynke. Okazuje sie po-
nadto, ze kazde odwzorowanie o : C(Y') — C'(X) spelniajace te warunki pochodzi
od dokladnie jednego przeksztalcenia ciagtego X w Y. Tak wiec "klasyczna”teoria
zwartych przestrzeni topologicznych i ciagltych przeksztalcen miedzy nimi jest w na-
turalny sposéb réwnowazna teorii przemiennych C*-algebr z jedynka i dzialajacych
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miedzy nimi *-homomorfizméw zachowujacych jedynki (rozwazanie przemiennych
C*-algebr niekoniecznie posiadajacych jedynke odpowiada zas badaniu przestrzeni
lokalnie zwartych).

Definicja 1.3. Kwantowym (czy nieprzemiennym) ukladem dynamicznym nazy-
wamy pare (A, ), gdzie A jest C*-algebra z jedynka, a « : A — A jest zachowujacym
jedynke *-homomorfizmem.

Bedziemy rozwaza¢ wylacznie dynamike dyskretna (pojedynczy *-homomorfizm).
Oczywiscie mozna bada¢ réwniez kwantowe uktady dynamiczne indeksowane para-
metrami z Ry czy R, i rozumiane jako odpowiednie polgrupy czy grupy homo-
morfizméw A. W mechanice kwantowej najwazniejsza role tradycyjnie odgrywaly
automorfizmy algebry B(H) zadane wzorem a — U*aU, gdzie U € B(H) jest ope-
ratorem unitarnym (UU* = U*U = 1).

Element C*-algebry A nazywamy dodatnim jesli mozna go zapisa¢ w postaci b*b
dla pewnego b € A. Zbiér elementéw dodatnich, oznaczany przez A, jest stozkiem
w A; ponadto jesli a,b € A; to |la + b|| > |la||. Odwzorowanie liniowe miedzy
dwoma C*-algebrami nazywamy dodatnim, jesli przeksztalca elementy dodatnie na
dodatnie. W szczegélnoéci mozemy mowié o funkcjonatach dodatnich; nietrudno
pokazaé, ze funkcjonal dodatni jest automatycznie ciagly.

Definicja 1.4. Stanem na C*-algebrze nazywamy kazdy dodatni fukcjonal liniowy
w: A — C taki, ze w(1) = 1.

Stany odgrywaja role kwantowych miar probabilistycznych — twierdzenie Riesza
méwi, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy stanami na C'(X)
a Borelowskimi regularnymi miarami probabilistycznymi na X.

Kazdy *-homomorfizm z C*-algebry A do algebry B(H) nazywa sie reprezentacjq.
Moéwimy, ze reprezentacja m : A — B(H) jest wierna, jesli jest réznowartosciowa
(jest wtedy automatycznie izometria; ponadto kazdy *-homomorfizm miedzy C*-
algebrami jest kontraktywny). Inne twierdzenie Gelfanda-Najmarka méwi, ze kazda
C*-algebra ma reprezentacje wierna. Innymi stowy, kazda C*-algebra jest (izomor-
ficzna z) domknieta w normie *-podalgebra B(H).

Wykorzystujac twierdzenie o istnieniu wiernej reprezentacji mozna pokazaé, ze
jesli A jest C*-algebra, to algebra M, (A) macierzy n na n o wspélczynnikach w A
ma naturalng strukture C*-algebry, co okazuje sie odgrywaé¢ w teorii wazna role.
Jedli A, B sa C*-algebrami i T : A — B jest odwzorowaniem liniowym, to aplikujac
T osobno do kazdego wyrazu w macierzy otrzymujemy liniowe odwzorowanie 7" :
M, (A) — M, (B). Méwimy, ze T jest calkowicie dodatnie, jesli T™ jest dodatnie
dla kazdego n € N.

Uwaga 1.5. Kazdy *-homomorfizm jest calkowicie dodatni. Ponadto jesli A badz
B jest przemienna, a T : A — B jest odwzorowaniem dodatnim, to automatycznie
T jest calkowicie dodatnie.

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie Arvesona o rozszerzaniu). Niech H bedzie prze-
strzeniq Hilberta, A — C*-algebrq, a B — C*-podalgebrq A. Jesli T : B — B(H) jest
catkowicie dodatnie, to istnieje odwzorowanie calkowicie dodatnie T : A — B(H)
takie, ze T|lg =T i ||T|| = | T

Twierdzenie powyzsze nazywa si¢ czasem kwantowym/nieprzemiennym twier-
dzeniem Hahna-Banacha.



Uwaga 1.7. Czesto wygodnie jest uzywaé naturalnego izomorfizmu M, (A) z M,, ®
A. Jedli T : A — A, to odwzorowaniu T : M, (A) — M, (A) odpowiada odwzoro-
wanie idy;, ® T : My, @ A — M, ® A.

1.3. Algebry Cuntza. C*-algebry sg zazwyczaj definiowane badz abstrakcyjnie,
jako uzupelnienia pewnych *-algebr w podanej normie spelniajacej warunek ‘C*’,
badZ konkretnie, czyli jako podalgebry B(H). Nizej podamy przyklad algebry defi-
niowanej abstrakcyjnie.

Definicja 1.8 ([Cuy]). Niech N € N. Rozwazmy *-algebre Ay z jedynka genero-
wang przez N elementow Si, ..., Sy spelniajacych nastepujace relacje:

S;S;=6iilay, Y SiSi=1lay.

i=1
Algebra Cuntza Oy nazywamy uzupelnienie Ay w normie

lz]| = sup{||w(x)|| : # =" -homomorfizm z AN do B(H)}.

Innymi stowy, algebra Cuntza to uniwersalna C*-algebra generowana przez N
izometrii o ortogonalnych obrazach w sumie dajacych cala przestrzen Hilberta.
Zauwazmy, ze to, ze wzér powyzej faktycznie okre$la norme na Ay (a nie tylko
péinorme) wymaga dowodu.

Niech J = {1,..., N}* oznacza zbiér multindekséw o dtugosci k i wartoéciach
w {1,...,N}. Niech dla u € Ji

Sp =8 Su, - Sups

lul = k.

Twierdzenie 1.9 ([Cuy]). Algebra Op jest prosta, to znaczy nie posiada Zadnych
nietrywialnych idealow; w szczegdlnosci kazda C*-algebra generowana przez N izo-
melrii na pewnej przestrzeni Hilberta H, ktérych obrazy sq wzajemnie ortogonalne
1w sumie dajg calg przestrzen H jest izomorficzna z Oy . Zbior

Lin{S,S; : p € J,v € J1, k,l € N}
jest gestq *-podalgebrg Op .

Beda nas tez interesowaé¢ dwie inne podalgebry Op:

Fn ZH{S#S: € Jg,v € Tk € N},
Cn =Tin{S,8" : y € T, k € N},

Rozwazmy teraz zbiér Cantora w postaci zadanej przez rodzing nieskonczonych
stéw o literach z alfabetu {1,..., N}:

Cn ={w=(wp)R2y : Veenwi € {1,...,N}}.

Zbiér €y jest wyposazony w naturalng metryke

d(w, v) = 0 jesli w=w,
R % jesli -+ wy # v, w; = v; dla i < k.
Latwo sprawdzié, ze €y jest z metryka d przestrzenia zwarta (z topologia odpowia-
dajaca topologii Tichonowa niekoficzonego iloczynu kartezjanskiego).
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Twierdzenie 1.10. Odwzorowanie przyporzqdkowujgce elementows S,S), (n €

Jr) funkcje charakterystyczng zbioru {w € Cx : (wy, “i = u} zadaje *-
keN n=1

izomorfizm Cn i C(€x), oznaczany dalej przez .

Dowéd. Cwiczenie. (]

Mozemy wiec mysle¢ o Oy jako pewnym ‘nieprzemiennym rozszerzeniu’ algebry
funkcji ciagglych na zbiorze Cantora.

Zadanie 1.1. Pokaz, ze Lin{S, S} : n € Ji,v € Ji, k € N} jest suma wstepujaca
ciagu skoficzeniewymiarowych *-algebr z jedynka F4 = Lin{S,S} : u € Jp,v €
Ji, k <1} (I € N). Zinterpretuj Lin{S,S}; : p € Jk, k < I} jako podalgebre Fi.

2. WYKEAD 2

2.1. Endomorfizmy algebr Cuntza i kwantowe przesuniecie. Beda nas in-
teresowa¢ zachowujace jedynke endomorfizmy algebry Cuntza. Z twierdzenia 1.9
wynika, ze sg one automatycznie réznowartosciowe.

Twierdzenie 2.1 ([Cus]). Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy
unitarnymi elementami O (czyli elementami U € Oy takimi, ze U*U = UU* =
loy ) a endomorfizmami Oy . Jest ona zadana wzorami:

N
Uy, =Y p(Si)S;,
=1

pU(SZ')ZUSi7 iZl,...,N

Dowdd. Prosty rachunek. Zauwazmy, ze to, ze drugi wzor wyznacza dobrze okre-
Slony *-homomorfizm z Oy do Oy wynika z uniwersalnej wtasnosci Oy . (]

Szczegdlnym przypadkiem endomorfizméw Oy sa tak zwane endomorfizmy per-
mutacyjne, zdefiniowane najpierw w [Ka]. Istotnie, niech k& € N i niech o : J, — Ji
bedzie permutacja. Zdefiniujmy operator unitarny U’ wzorem

(2.1) U™ =" Sk
HETk

Odpowiadajacy U? endomorfizm Oy nazywamy endomorfizmem permutacyjnym i
0znaczamy pe .

Zadanie 2.1. Sprawdz, ze wzor (2.1) w istocie definiuje operator unitarny. Wykaz,
ze kazdy endomorfizm permutacyjny odwzorowuje Cy w Cy .

Definicja 2.2. Endomorfizmem przesunigcia nazywamy endomorfizm Oy zadany
wzorem:

N
(2.2) O(X)=> SiXS;, X€eOy.
i=1

Stwierdzenie 2.3. Endomorfizm przesuniecia jest endomorfizmem permutacyjnym
zadanym przez ‘transpozycje’ o+ Jo — T2, 0(i,j) = (4,i) dlai,j=1,...N.
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Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdegoi =1,..., N

N N
po(Si) = Y SiSk(SkS)*Si = 5;S:iS; = ®(S).
J.k=1 j=1
O

Twierdzenie 2.4. Niech T oznacza przesuniecie lewostronne na zbiorze €y zadane
wzorem
T((wk)gzi) = w41, LEN.
Obciecie endomorfizmu przesuniecia do algebry Cn jest odwzorowaniem indukowa-
nym przez T': precyzyjnie mowigc:
vyo®|e, =aron.
Dowdd. Tym razem wystarczy sprawdzi¢, ze dla kazdego pu € |J,cy Jr zachodzi

r6wnos¢ y(®(5,S);)) = ar(Z,). Dokladna analiz¢ pozostawiamy jako (pouczajace!)
¢wiczenie. g

Zadanie 2.2. Czy identycznosé na Oy jest endomorfizmem permutacyjnym? Czy
przesuniegcie @ jest automorfizmem? Jakie inne naturalne klasy operatoréw unitar-
nych w O mozemy rozwazaé (na przyklad korzystajac z Zadania 1.1)?

2.2. Entropia topologiczna — definicja Rufusa Bowena. Niech (X, d) bedzie
zwartg przestrzenia metryczna, T : X — X przeksztalceniem ciagltym. Skonczony
zbiér F CC X bedziemy nazywaé (n, e)-rozpinajgcym dla T (n € N,ye > 0) jesli
Vaex Jrer Vizo,...no1 d(T*z, T" f) <e.
Zbiory (n,e)-rozpinajace zawsze istnieja (jest to konsekwencja zwartosci X i cia-
glodci T). Mozna wigc zdefiniowaé liczbe
s(n,e) = min{card(F) : F — (n,€e) — rozpinajacy podzbiér X }.

Wszedzie ponizej symbol F' CC X bedzie oznaczal, ze F' jest skoficzonym podzbio-

rem X.

Definicja 2.5. Entropia topologiczna odwzorowania T' nazywamy liczbe

hiop(T') = sup lim sup 1 log s(n, €).
e>0 n—oo TN
Idea definicji Bowena opiera sie na przyblizaniu badanego ukladu (w pierwszych
n krokach, z doktadnodcig do €) uktadem skonczonym. Nizej zastosujemy podobny
pomyst do zdefiniowania entropii kwantowych uktadéw dynamicznych. Zauwazmy
ponadto, ze w definicji Bowena granice gérna mozna zastgpi¢ przez granice dolna
([Wal).

2.3. Skonczeniewymiarowe aproksymacje w teorii C*-algebr. Niech A be-
dzie C*-algebra z jedynka. Notacja (¢,1, M,) € CPA(A) bedzie oznaczaé, ze
¢: M, — A ¢¥:A— M, sa liniowymi, zachowujacymi jedynke odwzorowaniami

calkowicie dodatnimi.
A i ~ A
N A
M,
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Ponadto dla Q@ CC A i e > 0 bedziemy pisa¢ (¢, v, M,) € CPA(A,Q,¢) jesli

(¢4, My) € CPA(A) i
Vaeq [[¢ov(a) —af <e.
Ostatni warunek oznacza, ze powyzszy diagram jest ‘przemienny na €) z doktadno-
$cia do €.
Definicja 2.6. Algebre A nazywamy nuklearng, jesli CPA(A,,€) # () dla dowol-
nych Q@ CC A, e > 0. Wtedy mozna zdefiniowaé
rep(€,€) ;== min{n € N: (¢,v, M,) € CPA(A,Q,¢e)}.

Przemienne C*-algebry sa nuklearne (co udowodnimy nizej). Podobnie algebra
Cuntza.

2.4. Nieprzemienna entropia topologiczna Voiculescu.

Definicja 2.7 ([Vo]). Niech (A,«a) bedzie kwantowym ukladem dynamicznym i
zalézmy, ze A jest nuklearna. Nieprzemienng topologiczna entropia a nazywamy
liczbe
1
htao= sup limsup <logrcp(Q(”),e)>
e>0,QCCA n—oo \T
(tu i wszedzie ponizej uzywamy oznaczenia Q") = U;:Ol ad(82)).

Podstawowe wtasnoéci ht a:
e ([Vo]) jesli (A o) = (C(X),ar), a X jest zwarta przestrzenia metryczna,
to
ht ar = htop (T)
e ([Br]) ht nie wzrasta przy przechodzeniu do podalgebr niezmienniczych:
jesli B jest C*-podalgebra A, taka, ze a(B) C B, to ht a|g < ht cv.

Zaden z powyzszych faktéw nie jest trywialny; drugi wymaga w istocie pewnego
przeformulowania definicji (podalgebra algebry nuklearnej nie musi by¢ nuklearna).
Pokazemy wylacznie dowdd nieréwnosci
(2.3) ht o < hiop(T).

Dowdd nieréwnodci (2.3). Przypusémy, ze (X, d) jest zwarta przestrzeniag metryczna,
T:X — X jest ciagle. Ustalmy e > 0 i skoficzony zbiér 2 C C(X). Ze zwartosci
X i skonczonosci €2 wynika, ze istnieje 6 > 0 taka, ze

vfGSZ vx,yGX d(xvy) <0 = |f($) - f(y)| <e
Niech F = {x1,...,2x} bedzie zbiorem (n,d)-rozpinajacym dla T takim, ze k =
s(n,d). Dla kazdego i = 1,. ..,k niech

U, = {.’E e X: Vj:() n—1 d(TJ(ZL'l)7T]({E)) < (5}
Rodzina (U;)%_; jest pokryciem otwartym X . Niech (p;)*_, bedzie odpowiadajacym

1=

mu rozkladem jedynki, to znaczy rodzina funkcji z C(X) taka, ze kazda ¢; jest

,,,,,

nieujemna, ma noénik zawarty w U; i ponadto ), ; ¢; = 1.
Zdefiniujmy odwzorowania liniowe ¢ : C(X) — My i ¢ : M}, — C(X) wzorami

¢(f) :diag[f(xl)w-'af(mkﬂ? VS C(X)7

k
¢([aij]§,j:1) = Zaii@ia [aij]ﬁjzl € M.

i=1
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Latwo sprawdzic, ze 1 i ¢ sa liniowymi, dodatnimi odwzorowaniami zachowujacymi
jedynki. Na mocy Uwagi 1.5 mamy wigc (¢,v, M) € CPA(C(X)).

Niech wiec g € Q™) = U" OlozT(Q) powiedzmy g = oZ-(f). Wtedy dla dowol-
nego r € X

k
[(@o9)(9)(z) - g(x)| = | Z ei(z)g(zi) — g(z)]

k k
IZsDi(x)(g(xz Z 2)|g(zs) — g(@)]
- Z pi(w)lg(xi) — g(z)| <,

i=1,....k t., ze x€U;

gdzie ostatnia nieréwnoéé wynika z tego, ze g(z;) — g(x) = f(T7(x;)) — f(T7(x))
ijesli # € U;, to d(T%(z;), T’ (x)) < 6. Udowodnilismy wiec, ze (¢,v, M) €
CPA(C(X),Q" ), a wiec rep(Q™), €) < k = s(n, 0).

Stad tatwo wynika nieréwnosé (2.3). O

Zadanie 2.3. Wykaz, ze jesli X jest przestrzenia zwarta, to C(X) jest nuklearna.
Czy potrzeba zakladaé, ze X jest metryzowalna?

Podanie elementarnego dowodu nieréwnosci
ht OéT htop (T)

okazuje sie zaskakujaco trudne — do dzi$ jedyny dowdd tej nieréwnosci pochodzi z

pracy [Vo] i wykorzystuje tak zwana entropic CNT (Connes-Narnhofer-Thirring),

kwantowa wersje entropii miarowej. Nie wiadomo tez, czy w definicji Voiculescu

granice gérnag mozna bez zmiany wartosci entropii zastapi¢ granica dolna.
Bedziemy potrzebowaé jeszcze jednej wtasnosci entropii Voiculescu.

Stwierdzenie 2.8 (Wtasnos¢ Kolmogorowa-Sinaja, [Vo]). Niech A bedzie nukle-
arng C*-algebrg, o : A — A zachowujgcym jedynke *-homomorfizmem. Jesli (€;)ier
jest rodzing skoriczonych podzbioréw A takq, Ze U;cr nen QE") jest lintowo gesty w
A, to

1 n
hta = sup limsup <10g rcp(QE ),e)> .
n

e>0,i€] m—oo

Zauwazmy, ze do stosowania powyzszej wlasnodci wystarczy, ze | J;c; Qs jest li-
niowo gesty w A.

3. WYKEAD 3

3.1. Entropia Voiculescu kwantowego przesuniecia. Gléwnym celem tej cze-
$ci wykladéw jest udowodnienie nastepujacego oszacowania dla endomorfizméw per-
mutacyjnych Oy.

Twierdzenie 3.1. ([SZ]) Ustalmy N € N, niech k € N i niech o : T, — Ji, bedzie
permutacjg. Oznaczmy odpowiadajecy o (za pomocg wzoru (2.1) i Twierdzenia 2.1)
endomorfizm permutacyjny On przez p. Wtedy
(3.1) htp < (k—1)log N.
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Twierdzenie udowodnimy przy uzyciu ciggu lematow, w ktorych stale bedziemy
pracowaé z ustalonymi N i k. Oznaczmy dla i,5 € N

A ={S,S, :ne J,veJ;}, F,;=LinA,;;
Lemat 3.2. Przy oznaczeniach z Twierdzenia 3.1 mamy dla dowolnych i,j,m € N
" (Aij) C Fipmk—1),j4+m(k—1)-
Dowdd. Wystarczy udowodni¢ zawieranie dla m = 1. Niech wiec u € J;, v € Jj.
Wtedy
p(S) =UsSy, - UsSpy € Fiojom1 -+ Frop—1 C Frgio1 k-1
i podobnie
p(Su)* € Fr—1 ktj—1-
Stad wynika, ze
P(5uS7) € Fryio1 kg1

O

Wprowadzmy dla kazdego | € N nastepujacy (réznowartosciowy) *-homomorfizm
\I/l : ON — MNZ(ON)t

(3.2) U(X)= > e, ®85,X5, X €Oy,
wved,

W powyzszej notacji utozsamiamy algebre My (O ) z iloczynem tensorowym My ®
Oy, indeksujemy zbiér {1,..., N'} przez multindeksy z J; i oznaczamy przez e,, ,
macierz majaca jedynke w ‘u’-tym wierszu i ‘v’-tej kolumnie, wszedzie indziej zera.

Zadanie 3.1. Sprawdz, ze wzér (3.2) w istocie zadaje zachowujacy jedynke *-
homomorfizm.

Lemat 3.3. Niech l,i,j € N, I > i > j. Niech X € F;;. Wtedy dla kaZdego
w € Ji—j istnieje T), € My takie, Ze | T,|| < || X]|| ¢

(3.3) U(X)= > T,®S8,.
HETi—j

Dowdd. Aby wykazaé istnienie macierzy T}, (bez warunku normowego), wystarczy
zobaczy¢, co dzieje sie dla X € A; ;. Wtedy jednak, dla v € J;, k € J;, mamy

Ui(S,87) = Y eps®S58,85S = Y. evpnr ®SHSy
B,6€T B'E€ET—i,0'€T1—;

= > (D ewpnpn) @S,

neEJi—j B'ETI—i

Pozostaje udowodnic¢ oszacowanie na norme kazdej z macierzy T), wystepujacej w
formule (3.3).

I TuesSdP=1 Y Tes) Y (Les)

neTi—j HETi—j veJi—j
= Y mnessl=1 Y. 11l
uveTi—j HeTi—j



a wiec dla kazdego i € J;—;
(3-4) 1T ? = 1T T < Y Toe S| = [w(X)]*
veJi—j
Poniewaz ¥, jest réznowartosciowym *-homomorfizmem, mamy
(X1 = 11X,
co w polaczeniu z (3.4) konczy dowdd. O

Analogiczne lematy mozna udowodnié oczywiscie dla przypadku i = j, i < j
(zawsze przy i,j > ) — proponujemy ich sformulowanie jako ¢éwiczenie.
Mozemy rozpoczaé¢ dowdd Twierdzenia 3.1.

Dowéd Twierdzenia 3.1. Polézmy dla kazdego [ € N
l
O = U Apg.
P,q=1
Ustalmy ! € N, € > 0. Poniewaz O jest nuklearna, istnieje pewna tréjka (¢o, vo, M¢,) €
CPA(On, S, 1ar€). Ustalmy teraz n € N i niech

Ql(n) - U PP ().
j=0

Pol6ézmy m = n(k — 1) + I. Nuklearno$¢ O mozna wykorzystaé¢ réwniez do przy-
blizania homomorfizméw: zastosujemy to teraz do ¥,! : ¥,,(Oyn) — Op. Tak
wiec istnieja d € N i catkowicie dodatnie zachowujace jedynke odwzorowania - :

U, (On) — My oraz n: My — Oy takie, ze dla wszystkich a € \I/m(Ql(")),
_ €
Ino~y(a) - ¥, @) < 5.

Niech 7 : Mym ® Oy — M, bedzie calkowicie dodatnim rozszerzeniem ~y (patrz
Twierdzenie 1.6). Rozwazmy nastepujacy diagram:

L2
\I/m(ON)

Nl
MN7TL ® ON

On

¢ 0 (o’ (X)) — o (X)]]

= [ImoF o (1 ® do 0 o) 0 Urn(p? (X)) = (W5} 0 L) (o7 (X))

= |lno7o(id® o o) o Ym(p’ (X)) —n07 o Un(p’ (X))
+ 1070 U (P! (X)) = (T5! 0 W) (07 (X))

< (1G4 ® 60 0 ¢o) 0 W67 (X)) = U (X))]| + -
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Z Lematu 3.2 wynika, ze p/(X) € Fpij_1),q+jk—1)- Zalézmy na przyklad, ze
p > q. Wtedy z Lematu 3.3, jako, ze || X|| < 1, wynika, ze

loo v (X)) =P/ <|| Yo Tue ((600v0)(S,) = 5,)|| + 5

HETp—q
€ €
< 2 Il 0 %o)(S,) = Sull < NP0 45 = e
HETp—q
(poniewaz S, € Ap_q0 € ). WykazaliSmy wiec, ze
(3.5) (6,1, Mym ® Mc,) € CPA(ON, Q™).
Stad 1rcp(wl(n)7 €) < C;N™,
log mp(Ql(n)7 €) < Ci+mlogN =C;+ ((k—1)n+1)log N

1 wreszcie

1 n

lim sup ( logrcp(Ql( ), e)) < (k—1)logN.
n—oo n

Wiasno$¢ Kotmogorowa-Sinaja dla entropii Voiculescu konczy dowdd. O

Powyzsze twierdzenie jest uproszczona wersja Twierdzenia 2.2 z pracy [SZ]. Jego
dowdd jest czeSciowo inspirowany praca [BG]. W szczegdlnosci wynika z niego na-
stepujacy wynik, pierwotnie udowodniony innymi metodami w [Ch].

Twierdzenie 3.4. ([Ch]) Niech N € N i niech ® : On — O bedzie kwantowym
przesunieciem. Wtedy ht ® = log N.

Dowdd. Twierdzenie 3.1 i Stwierdzenie 2.3 implikuja, ze
ht ® < log NV.

Z kolei Twierdzenie 2.4 i monotoniczno$é¢ entropii Voiculescu pozwalajg stwierdzid,
ze

ht @ > hyop(T),
gdzie T oznacza lewostronne przesuniecie na €. Poniewaz hiop T = log N ([Wal),
powyzsze nieréwnosci koncza dowdd. O

Dowdéd powyzszego twierdzenia jest przykitadem typowej strategii obliczania en-
tropii Voiculescu przy uzyciu ‘podukiadéw’ klasycznych. Nawet w przypadku pro-
stych endomorfizméw permutacyjnych algebr Cuntza sytuacja moze by¢ jednak
bardziej skomplikowana.

Zadanie 3.2. Niech N = 2 i rozwazmy endomorfizm p : Oy — Oy zadany wzorem:
p(S1) = 518257 + S15153, p(S2) = Sa.

(i) Pokaz, ze p jest endomorfizmem permutacyjnym. Wywnioskuj, ze ht p <

log 2.

(ii) Znajdz odwzorowanie T na zbiorze Cantora €, takie, ze p|¢, odpowiada ap
(w sensie wykorzystywanym w Twierdzeniu 2.4).

(iii) Pokaz, ze hiop(T) = 0.

(iv) Sprébuj zastanowié sie, jak mozna by pokazaé, ze

(3.6) ht p = log 2.
11



Ro6wnosé (3.6) zostata udowodniona w [SZ].

4. WYKLAD 4

4.1. Konstrukcja GNS i przejsScie do kwantowych ‘miarowych’ ukladéw
dynamicznych. Do tej pory analizowaliSmy wytacznie kwantowe ‘topologiczne’
uklady dynamiczne. Nizej opiszemy podstawowa w kwantowej dynamice (i w calej
teorii algebr operatorowych) konstrukcje Gelfanda-Najmarka-Segala. Pozwoli ona
konstruowaé w zadowalajacy sposéb kwantowe ‘miarowe’ uktady dynamiczne.

Twierdzenie 4.1. Niech A bedzie C*-algebrg ze stanem w € A*. Istnieje wtedy
przestrzen Hilberta H,,, zachowugjgca jedynke reprezentacja m, : A — B(H,) ¢ wektor
Q € H, takie, ze
Lin7,(A)Q = H,,
w(a) = {(Q,m,(a)?), a€A.

Ponadto tréjka (m,,Hy, Q) jest jedyna z dokladno$cig do unitarnego izomorfizmus:
jesli (7', H', Q) jest inng takg trdjkg, to istnieje dokladnie jeden operator unitarny
U:Hqg — H taki, 22 UQ) = Q' i 7'(a) = Uny,(a)U dla wszystkich a € A. Jesl
stan w jest wierny (to znaczy jesli a € A i w(a*a) =0, to a = 0), to reprezentacja
7w : A — B(H,) jest wierna.

Jaki ma to zwiazek z ‘miarowymi’ ukladami dynamicznymi? Okazuje sie, ze
naturalng klasa algebr operatorowych odpowiadajaca klasycznym algebrom typu
L tworza, algebry von Neumanna.

Definicja 4.2. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Dla kazdych dwoch wektorow
&,n € H zdefiniujmy péinorme pe,, na B(H) wzorem

pen(T) = K& T, T € B(H).
Stabg topologiq operatorowg na B(H) nazywamy (lokalnie wypukla) topologie wy-
znaczong przez rodzing péinorm {p¢ ,, : £, € B(H)}. Innymi slowy, ciag uogélniony
(T}):cr zbiega do T w stabej topologii wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdych &, € H
uogélniony ciag liczbowy (pe ,(T3))icr zbiega do pe, (T).

Definicja 4.3. Algebra von Neumanna nazywamy zawierajaca jedynke *-podalgebre
algebry B(H), ktéra jest domknieta w stabej topologii operatorowej.

Algebry von Neumanna mozna, w pewnym sensie bardziej naturalnie, definiowaé
przez domknietos¢ w ultrastabej topologii. Okazuje sie ona by¢ najwazniejsza, obok
normowej, topologia algebr von Neumanna. Po wiecej informacji o tej topologii, jak
réwniez po dowody ponizej cytowanych twierdzen odsylamy do monigrafii [StZ].

Twierdzenie 4.4. Niech A bedzie *-podalgebrq B(H) i oznaczmy A" = {T' € B(H) :
VoeaTa = aT}, A" ={T € B(H) : Voca Td = a'T}. Nastepujgce warunki sg
réwnowazne:

(i) A jest algebrq von Neumanna;

(ii) A=A".
Twierdzenie 4.5 (Konstrukcja GNS w przypadku przemiennym). Niech X be-
dzie przestrzenig zwartg, p - miarg probabilistyczng Radona na X, A = C(X).
Wtedy konstrukcja GNS dla pary (A, p) prowadzi do tréjki (m,, L*(X,p), 1x) dla
ktorej algebra von Neumanna 7,(C(X))" jest izomorficznie izometryczna z alge-
brg L (X, u) (algebrg funkcji istotnie ograniczonych na X wyposazong w norme
ess sup).
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Tak wigc przykladem (przemiennej) algebry von Neumanna jest algebra po-
staci L (X, u). Jej ultrastaba topologia jest topologia indukowana przez dualno$é
L= (X, pu) = (LY (X, p))*. W istocie tak jest zawsze — twierdzenie Sakai ([Sa]) cha-
rakteryzuje abstrakcyjnie algebry von Neumanna jako te C*-algebry, ktore sa du-
alnymi przestrzeniami Banacha: M = (M,)*, gdzie M, jest tak zwanym predualem
M.

Odwzorowanie liniowe 7' miedzy algebrami von Neumanna nazywamy normal-
nym, jesli jest ciagle w odpowiednich ultrastabych topologiach. Jedynosé konstrukceji
GNS z dokladnoscia do unitarnej réwnowaznosci pozwala tatwo udowodnié naste-
pujacy wynik.

Stwierdzenie 4.6. Niech A bedzie C*-algebrg z wiernym stanem w € A* i niech
a: A — A bedzie automorfizmem A takim, Ze w o a = w. Istnieje wtedy dokladnie
jeden normalny automorfizm & algebry von Neumanna w,,(A)" taki, Ze

a(m,(a)) = mu(ala)), a€A.

4.2. Klasyczne twierdzenie ergodyczne Birkhoffa. Klasyczne twierdzenie er-
godyczne Birkhoffa o zbieznoéci punktowej brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 4.7. Niech (X, u) bedzie przestrzenig probabilistyczng, T : X — X
przeksztalceniem mierzalnym zachowujgcym miare p. Wtedy dla dowolnej funkcji
f e LYX,u) cigg (% Z;é TFf£)%2 | jest zbieiny prawie wszedzie (do funkcji z
L'(X, ).

4.3. Zbieznosé niemal jednostajna w algebrze von Neumanna.

Twierdzenie 4.8 (Twierdzenie Jegorowa). Cigg (fn)52 funkcji mierzalnych na
przestrzeni probabilistycznej (X, p) jest zbiezny do funkcji mierzalnej f wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje zbior A C X taki, ze p(X\ A) < € i (fn]a)se,
jest zbiezny do f|A jednostajnie.

Definicja 4.9. Niech M bedzie algebra von Neumanna z normalnym stanem wier-
nym w. Méwimy, ze ciag (z,)52; elementéw M zbiega do € M niemal jednostajnie,
jesli dla kazdego e > 0 istnieje projekcja p € M taka, ze

wipt)<e i lim ||(z, —z)p| = 0.
n—oo
4.4. Twierdzenie ergodyczne Lance’a i uwagi o jego dowodzie.

Twierdzenie 4.10 ([La]). Niech M bedzie algebrg von Neumanna z normalnym
stanem wiernym w € M*. Wtedy dla dowolnego x € M cigg (% ZZ;& o (x))2e, jest
zbiezny niemal jednostagnie.

Szkic. Dowdd twierdzenia Lance’a, podobnie jak twierdzenia ergodycznego Bir-
khoffa, nastepuje w dwoch etapach. Najpierw korzystajac z konstrukcji GNS prze-
nosi sie problem do przestrzeni Hilberta i korzysta z twierdzenia ergodycznego von
Neumanna, aby pokaza¢ ‘staba’ zbiezno$¢. Okazuje sie, ze jest to do$é¢ latwe w
przypadku, w ktérym w jest Sladem (to znaczy w(ab) = w(ba) dla wszystkich
a,b € M), ogélny przypadek redukuje sie do $ladowego za pomoca zaawansowanej
teorii Tomity-Takesakiego. Drugi etap to dowdd tak zwanego lematu maksymal-
nego, ktory w tym przypadku przybiera nastepujaca postac¢: dla dowolnego € > 0 i
dodatniego = € M takiego, ze w(x) = ¢ istnieje dodatni element y € M taki, ze

lyll <2, wly) < ez
13



1n—1
—Zak(x) <y, neN
=0

Dowdéd lematu maksymalnego jest oparty na dokladnej analizie wtasnosci pewnych
funkcji afinicznych okreslonych na zwartych wypukltych podzbiorach lokalnie wy-
puktych liniowych przestrzeni topologicznych. U

Uwaga 4.11. Klasyczne twierdzenie Birkhoffa jest zwykle formutowane dla funk-
cji z L', a nie tylko funkcji istotnie ograniczonych. W istocie twierdzenie Lance’a
posiada réwniez uogélnienia do ‘nieprzemiennych’ przestrzeni LP. Nawet ich sfor-
mulowanie siega jednak daleko poza mozliwosci tego wyktadu. Zainteresowanych
odsytamy do pracy [JX] i znajdujacej siec w niej bibliografii. Odwzorowanie przy-
porzadkowujace elementom M odpowiednig granice sum Césaro pojawiajaca sie w
twierdzeniu Lance’a posiada naturalna interpretacje jako nieprzemienna warun-
kowa warto$é oczekiwana.

4.5. Klasyczna multirekurencja. Ostatnie lata przyniosty gwaltowny rozwdj
badan tak zwanej multirekurencji czy twierdzen ‘multiergodycznych’.

Definicja 4.12. Niech M bedzie algebra von Neumanna z normalnym stanem wier-
nym p i niech a : M — M bedzie automorfizmem M takim, ze w o & = w. Méwimy,
ze (M, w, ) spelnia warunek zbieznosci k-tego rzedu w normie, jesli dla dowolnych

Z1,...,Tk—1 € M ciag (y,)>2, zadany wzorem
1, , Y
= g 2 @) @) (o ),
j=
spelia warunek Cauchy’ego w normie || - ||2, to znaczy
lim w((yn - ym)*(yn - ym)) =0.
n,m— oo

Dla uktadéw przemiennych (M = L*(X, u), a« = ar), powyzsza zbieznosé
odpowiada zbieznosci w normie L? (nawet w sytuacji nieprzemiennej warunek
Cauchy’ego oznacza tak naprawde istnienie granicy ciggu w naturalnie definiowa-
nej przestrzeni Hilberta L?(M)). Korzystajac z twierdzenia ergodycznego Lance’a
mozna pokazaé, ze kazda tréjka (M, w, a) spelnia warunek zbieznosci drugiego rzedu
w normie. Klasyczne (juz!) twierdzenie Hosta i Kry z [HK] moze by¢ przeformuto-
wane nastepujaco.

Twierdzenie 4.13. Niech M bedzie przemienng algebrg von Neumanna z normal-
nym stanem wiernym p @ niech a : M — M bedzie automorfizmem M takim, Ze
woa =w. Witedy dla kazdego k € N trijka (M,w, ) spelnia warunek zbieznosci
k-tego rzedu w normie.

4.6. Przyklad Austina, Eisner i Tao. W niedawnym preprincie [AET]| mozna
znalez¢ konstrukcje kontrprzyktadu do uogdlnien Twierdzenia 4.13 na uktady nie-
przemienne. Automorfizm z kontrprzykladu jest nawet ergodyczny, to znaczy jego
punktami stalymi sg wytacznie elementy postaci A1, A € C.

Twierdzenie 4.14. Istnieje algebra von Neumanna M z wiernym Sladem 7 (czyli
stanem spelniajgcym warunek 7(xy) = 7(yx) dla x,y € M) i ergodyczny automor-
fizm a: M — M takie, ze (M, T, «) nie spelnia warunku zbieznosci czwartego rzedu
w normie.
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Konstrukcja powyzszego przykladu opiera sie na zawansowanych narzedziach
teorii grup definiowanych przez generatory i relacje. Z drugiej strony, ze aby uktad
(M, w, ) spelnial warunek zbieznosci dowolnego rzedu w normie wystarczy zalozy¢,
ze w jest Sladem i caly uklad jest asymptotyczne przemienny ([AET)).

4.7. Uwagi koncowe. W powyzszym tekscie oczywisdcie poruszyliémy tylko wy-
brane aspekty teorii nieprzemiennych (czy tez ‘niekoniecznie przemiennych’) ukta-
déw dynamicznych. Teoria ta w pewnym sensie zawiera teorie klasyczna; jak mie-
lismy jednak okazje zobaczyé, rozszerzenie nawet podstawowych twierdzen doty-
czacych ‘zwyklych’ ukladéw dynamicznych na przypadek nieprzemienny wymaga
zazwyczaj zupelnie innych metod, w naturalny sposéb zwiazanych z szeroko pojeta
teoria algebr operatorowych, a czesto réwniez dodatkowych zalozenh. W podobnym
duchu rozwijaja sie rowniez wspolczesnie nieprzemienna geometria czy probabili-
styka.
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