Przykladowe zadania z analizy matematycznej I1I. Czes¢ I1.
Zadanie 17. Niech ¢(u,v) = (u—l—v cos u, e?*(v+ 1)) Wykazad, ze istnieje otoczenie U punktu
(0,0), takie, ze ¢y jest dyfeomorfizmem na obraz. Obliczy¢ pochodna (¢r) ™! w punkcie (0, 1).

Zadanie 18. Niech p(x,y) = (sin(z+y)e¥, arctg(z +y?)). ZnajdZ pochodne czastkowe, macierz
Jacobiego i jakobian odwzorowania . Czy odwzorowanie ¢ jest odwracalne w otoczeniu punktu
(z,y) = (0,0)7 Jesli tak, to oblicz macierz rézniczki odwzorowania odwrotnego Dy~ ((0,0)).

Zadanie 19. Niech ¢(u,v) = (e“t? + ", et — e“7?) dla (u,v) € R2. Znalezé ¢(R?) oraz
zbadaé, czy ¢ jest dyfeomorfizmem.

Zadanie 20. Znalez¢ dyfeomorfizm pewnego przedziatu otwartego P C R? na obszar G C R?
i narysowaé ten obszar jesli:

1. G={(z,y) eR*: 1<z’ +y? <4, 0<z<y< 2z}
2. G={(z,y): ¥’ <z <2’ 22° <y <32},
3. G={(z,y): O<uz, 0<y<a?}

Zadanie 21. Przypomnijmy, ze ¢(t) = (cost,sint,t) jest dyfeomorfizmem R na obraz ¢(R)
(zwany linig §rubowa). Znalezé przestrzen styczna i prosta styczna do linii $rubowej w punkcie
(1,0,0).

Zadanie 22. Niech ¢: (0,27) x (=2, 7)) — R3, ¢(a, ) = (cos a cos 3, sin a cos 3, sin 3). Wyka-
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zaé, ze ¢ jest dyfeomorfizmem (0, 27) x (=7, ) na obraz. Znalez¢ ten obraz. Znalez¢ przestrzei

styczna 1 plaszczyzne styczng do tego obrazu w punkcie (—1,0,0).

Zadanie 23. Niech T = {¢(x1, 13) : (21, 22) € R?}, gdzie ¢(x1, 22) = (cos 21, 8IN 21, COS Ty, Sin xg).
Wykazaé¢, ze Ty jest dwuwymiarowa rozmaitoscia. Znalezé przestrzen stycznag i ptaszczyzne
styczng do Ty w punkcie (1,0, 1,0).

Zadanie 24. Wykaza¢, ze uktad réwnan

zu—yv =0
yu + xv = 2

okresla w otoczeniu punktu xg = yo = uy = v = 1 funkcje u = u(z,y), v = v(x,y). Policzyé¢
rozniczki Du(zo, o), Dv(zo, yo)-

Zadanie 25 Znalez¢:
1. % jedli In /2% + y? = arctg 4;
2. % dla (z,y) = (0,0), jesli (22 + ¢?)? = 322y — y;
3. dz jesli 7 = lni + 1;
4. du jesli u® — 3(x + y)u? + 2 = 0;
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i g—zjeéli flx—y,y—2z2—2)=0.
Zadanie 26. Obliczy¢ v/ (x) i y"(x), gdzie y(zx) jest okreslone réwnaniem:
1. y—siny + 22 = 0;

2. y? —arctgy —e* = 0.



Zadanie 27. Napisa¢ rownania stycznych do krzywych okreslonych podanymi rownaniami we
wskazanych punktach A tych krzywych:

Loz+a®=y+9°, A= (1,1);
2. 242 +yP ="+ €Y, A= (0,0).

Zadanie 28. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanych y = y(z) okreslonych réwnania-
mi:

1. 2%+ y® — 8xy = 0;
2. 22+ 9y? —xy — 22 + 4y = 0;
3. (22 +y?)? = 2(2 — ¢?).

Zadanie 29 Zbadacl, czy zbior S jest rozmaitoscia. Jesli tak, to wyznaczy¢ jej wymiar oraz
znalez¢ T'(p,S) 1 N(p, S), gdzie p € S:

L. S={(z,y,2) eR3: 22+ +22=1, 2> —z +y*> =0},

2. S={(z,y,2) eR3: 22 +22=1, y* + 22 =1},

3. S ={(z,y,2) e R?: ¥t L 3V 4 In(1 4+ +y) = 2},
(

4. S ={(x,y,u,v) € RY: WU 4 TTVHv 4 gy =2 ePH 4 2= 4y — ¢ = 2},



