2 Rozwigzywanie rownan wokot punktéw regularnych osobliwych — w postaci sze-
regow Frobeniusa

Ponizszy rozdziat zostal opracowany w wigkszosci na podstawie podrecznika A. Palczewskiego [7]. Pewne wyliczenia pochodza
z ksigzki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9].

Twierdzenie 2.1 (Frobeniusa) Niech to bedzie regularnym punktem osobliwym rownania (1.2). Zatoimy, ze funkcje

(2.1) (t —to)p(t) = Zpi(t —to)',  (t—t0)%q(t) = Z qi(t —to)’
i=0 i=0

sq analityczne dla |t — to| < R. Niech dalej 1y i l2 bedq pierwiastkami rtéwnania indeksowego
I(l—=1) +pol +qo=0.

Dla ustalenia uwagi przypusémy, ze jesli ly i lo sq rzeczywiste to 1 > lo. Wowczas rownanie (1.2) ma dwa liniowo niezalezne
rozwigzania w przedziale ty <t < to + R, ktore majq postac:
1)jeslily — Iy ¢ Ny to

xl(t) = Zal(t—to)l1+i’ xQ(t) = Zbl(t_to)leri;
=0 =0
2)jeslily =1y to
z1(t) = Z ai(t —to)"*, wa(t) = @i () In(t — to) + Z bi(t — to) e,
=0 o

3)jeslily —lo € Nto
wi(t) =Y ait —to)" T, wa(t) = car () In(t —to) + Y bilt —to)=",
i=0 1=0
gdzie stata c moze by¢ rowna zeru.
Dowéd. Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy to = 0. Mnoza¢ réwnanie (1.2) przez t2 i korzystajac z (2.1) dostajemy
(2.2) t23 4+ t(po + prt + pot® + .. )i+ (g0 + qut + qot® + ... )z = 0.

Rozwigzania tego réwnania bedziemy szuka¢ w postaci szeregu Frobeniusa x(t) = > .o a;t'!, gdzie ag # 0. Wstawiajac ten
szereg do réwnania (2.2) i przyréwnujac do zera wspétczynniki przy potegach ¢ dostajemy

(2.3) I(l—=1)+pol+q =0 dla i=0
(2.4) ((+DGE+1=1) +poli+1) +qo)ai + Y _ (pii—j+1) +q)ai; =0 dla i=12,...
j=1
Z réwnania (2.3) mozemy wyliczyé parametr [ w rozwinigciu z(t). Za ag mozemy przyjaé dowolng warto$¢ (np. 1). Aby za$
wyliczy¢ a; (¢ = 1,2, ...) musi zachodzié¢
(2.5) (i4+0)(E+1—=1)+po(i+1)+qo #0.

Jesli lewa strong (2.3) oznaczymy przez F'(1), to lewa strona (2.5) jest réwna F'(i + [). Zatem jednoczesne spetnianie (2.3) i (2.5)
dlai = 1,2,... jest tylko mozliwe jesli [;,lo — dwa pierwiastki (2.3) — nie r6znig si¢ o liczbe naturalng. Woéwczas do (2.5)
wstawiamy za [ te pierwiastki i otrzymujemy dwa ciggi wspélczynnikow: a; oraz b;. W ten sposob otrzymamy dwa liniowo
niezalezne rozwigzania

[e%S) ')
.’ﬂl(t) = ZaitllJri, $2(t) = Zbitleri.
i=0 1=0



Poniewaz réznica [ — [ nie jest catkowita, to powyzsze réwnania sg liniowo niezalezne. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia
1.4 wykazemy, ze szeregi definiujace rozwigzania sg zbiezne dla ¢t € (0, R). Wystarczy pokazad, ze szereg Zfio a;t" jest zbiezny
dla [t| < R. W tym celu wezmy r < R i zauwazmy, Ze dla pewnego M > 0 zachodzi

pilr' < M, |glr' <M dla i=0,1,2,...,

gdyz wyrazy szeregu zbieznego sg ograniczone i daza do zera. Korzystajac z powyzszych nieréwnosci i z réwnania (2.4) dostajemy
oszacowanie wyrazow a; (dlal =11)ib; (dlal = [5).

i—1
M 4
; | < ; I
[E(i+ Dllail < E (U + 1+ D |ay].
Jj=0
Zdefiniujmy teraz szereg nieujemny d;

M ZH :
™

Zauwazmy, 7e
r|F(i+D)|d; = |[F(i+1—1)|di—1 + M(i +1)d;—1,

wiec

di _|[FGi+1-D[+MGE+) o di‘ 1
di—l T|F(Z+l)| ’ & 1—00 di—l

r

Oznacza to, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 1.4, ze szeregi > oo a;t’ i .o, bit* sa zbiezne dla [t| < R.
Zatézmy teraz, ze ;1 = lo. Wtedy oczywiscie nieréwnos¢é (2.5) jest spelniona dla i = 1,2,..., a ze wzoru (2.4) mozna
wyznaczy¢ wspotczynniki a; i otrzymaé rozwigzanie

0o
I (t) = Z aitllJri.
=0

stosujac metode redukcji rownania (Stwierdzenie 1.3) znajdujemy drugie liniowo niezalezne rozwiazanie (1.2) w postaci
t e—P(s)

rat) = 1 (Oult) = 1(0) [ S

ds,

) '1:1(8)

gdzie ¢ jest dowolnie wybrang statg. W naszym przypadku P(s) = polns+ p1s+ % + % +...,awiec
P252

t «—po,—P15— - t t

s Poe 2 —po— 9(s)
u(t) = , ds:/sp0 2h sds:/—ds,
() /co SQll(Z?i()aisl)g co g() Co $

gdzie ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze réwnanie (2.3) mozna zapisaé¢ w postaci (I — [ )2 =0, awiec 2]; = 1 — pg. Zauwazmy,
ze g(s) jest funkcjg analityczng w pewnym otoczeniu zera i g(0) = -». Z dowolnosci wyboru ag mozemy przyjaé, ze g(0) = 11
0

‘ —

g(s) =142, gis". Mamy wéwezas
nalt) — o) /t ﬁds — 2 (t) /t (} n ig_si—l)ds =21(t) Int 4 1 (t) (66 + i @ti) = z1(t)Int + ih-ti"rll
co co % 4 i i=0

Na mocy Stwierdzenia 1.3 rozwiazania x1(t) i z2(t) sg linowo niezalezne. Podobnie jak poprzednio pokazujemy zbieznos¢ sze-
regow.
Zalézmy w koricu, ze 1 = Iy + N, gdzie N € N. Tak jak poprzednio dostajemy rozwigzanie

o0
l’l(t) _ Zaitll+i7
=0



gdyz nieréwnos¢ (2.5) jest spetnionadlal =1y orazi =1,2,....
Znajdziemy teraz linowo niezalezne xo(t). W tym celu sprébujemy wyznaczyé wsp6iczynniki przy | = lo. Ze wzoru (2.4)
dostajemy w szczeg6lnosci réwnanie

N
(2.6) F(ly+ N)ay ==Y (pj(N = j +12) + ¢j)an—;.

j=1

Poniewaz F'(l; + N) = 0, wigc s3 mozliwe dwie sytuacje:
a) réwnanie jest spelnione — prawa strona (2.6) jest réwna zeru,
b) réwnanie jest sprzeczne — prawa strona (2.6) jest r6zna od zera.
W przypadku a) mozemy za ay przyjaé dowolng wartos¢ (ale tak, by xzo(t) byt niezalezny od x;(t)) i wyliczyé nastgpne
wspo6lczynniki (bedziemy je oznaczac b;). Otrzymamy wéwczas drugie liniowo niezalezne rozwiagzanie

(2.7) zo(t) = Y bt T
1=0

W przypadku b) nie mozna wyznaczy¢ ay, a wigc i rozwigzania w postaci (2.7). Dlatego tez musimy poszuka¢ drugiego
rozwiazania metoda redukcji rzedu réwnania w postaci

2o(t) = 21 () Int + Y bt

=0

Podobnie jak poprzednio pokazujemy zbieznos$¢ szeregéw definiujacych rozwigzania. a

Cwiczenia
1. ZnajdZ dwa liniowo niezalezne rozwigzania réwnan rozwijajac w szereg Frobeniusa wokét tg = 0. Na jakim obszarze sa
one okreslone?
a) 2t2(t + 1)@ + (7t — )i + 2 =0,
b) 2t + 5(1 + 2t)& + 5z = 0,
o) t?% —t(l+ 1) +x =0,
d) 23 +t(t — )i+ (1 —t)z =0,
e)t(l —t)% — 3¢ + 2z =0,
f) ti + (13 — 1)@ + t2zx = 0,
2 t(1—t)&+2(1 —t)x + 22 =0,
h) 423 + 2t(2 — t)@ — (1 + 3t)z = 0.
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