
3 Badanie punktów w nieskończoności i równanie hipergeometryczne
Poniższy rozdział został opracowany w większości na podstawie książki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9].

3.1 Rozwiązania dla dużych wartości |t|
Zajmiemy się teraz badaniem rozwiązań równania

(3.1) ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0.

przy |t| → ∞. W tym celu dokonajmy zamiany zmiennych. Niech s = 1t . Wówczas
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Zatem równanie 3.1 przyjmie postać

(3.2) s4
d2x

ds2
+
(
2s3 − s2p

(1
s

))dx
ds
+ q
(1
s

)
x = 0.

Definicja 3.1 Mówimy, że t0 = ∞ jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym nieregular-
nym) równania (3.1) jeśli s0 = 0 jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym nieregularnym)
równania (3.2).

Wprost z definicji i z postaci równania (3.2) dostajemy

Stwierdzenie 3.2 Punkt t0 = ∞ jest punktem nieosobliwym równania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t 7→ 2t − t2p(t) i
t 7→ t4q(t) są analityczne w nieskończoności.

Punkt t0 = ∞ jest punktem regularnym osobliwym równania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t 7→ tp(t) i t2q(t) są
analityczne w nieskończoności.

3.2 Równanie hipergeometryczne
Zapoznamy się teraz z chyba najsłynniejszym równaniem różniczkowym zwyczajnym. Przedtem jednak wprowadźmy nowe ozna-
czenia skracające znacznie zapis.

Dla dowolnego a i n ∈ N0 wprowadźmy funkcję silniową (inaczej symbol Pocchammera lub silnię Pocchammera) oznaczaną
przez (a)n lub an i zdefiniowaną wzorem

(a)0 = a0 = 1 dla a ̸= 0, (a)n = an = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) dla n ­ 1.

W szczególności dla a = 1 dostajemy (1)n = n!. Funkcję silniową da się również wyrazić za pomocą funkcji gamma Eulera

Γ(x) =
∫ ∞
0
tx−1e−td t

wzorem
(a)n = an =

Γ(a+ n)
Γ(a)

.

Definicja 3.3 Równaniem hipergeometrycznym (lub równaniem Gaussa) nazywamy równanie liniowe 2. rzędu postaci

(3.3) t(1− t)ẍ+
(
c− (a+ b+ 1)t

)
ẋ− abx = 0,

gdzie a, b i c są stałymi parametrami.
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Zauważmy, że równanie to ma 3 punkty osobliwe — wszystkie regularne: 0, 1 i ∞. Odpowiadające im pierwiastki równania
indeksowego to: 0, 1− c; 0, c− a− b; a, b. Zatem rozwiązań z logarytmami należy się spodziewać:
przy t = 0: jeśli c jest całkowite,
przy t = 1: jeśli a+ b− c jest całkowite,
przy t =∞: jeśli a− b jest całkowite.

Znajdziemy teraz rozwiązania równania hipergeometrycznego (3.3) wokół punktu t0 = 0. Będziemy go szukać w postaci

szeregu Frobeniusa
∞∑
n=0
dnt
n+l. Wstawiając szereg do równania (3.3) dostajemy

∞∑
n=0

(n+ l)(n+ l + c− 1)dntn+l−1 −
∞∑
n=1

(n+ l + a− 1)(n+ l + b− 1)dn−1tn+l−1 = 0.

Wynikają stąd następujące zależności

dla n = 0 : l(l + c− 1) = 0
dla n ­ 1 : (n+ l)(n+ l + c− 1)dn = (n+ l + a− 1)(n+ l + b− 1)dn−1.

Zatem pierwiastki równania indeksowego są równe l1 = 0 i l2 = 1−c. Aby uniknąć rozwiązań typu logarytmicznego przypuśćmy,
że c nie jest całkowite. Mamy wówczas dla n ­ 1

dn =
(l + a)(l + a+ 1) · · · (l + a+ n)(l + b)(l + b+ 1) · · · (l + b+ n)
(l + 1)(l + 2) · · · (l + n)(l + c)(l + c+ 1) · · · (l + c+ n− 1)

d0 =
(a+ l)n(b+ l)n
(1 + l)n(c+ l)n

d0.

Przyjmując d0 = 1 dostajemy rozwiązania

x1(t) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

tn dla l = l1 = 0(3.4)

x2(t) =
∞∑
n=0

(a+ 1− c)n(b+ 1− c)n
(2− c)nn!

tn+1−c dla l = l2 = 1− c.(3.5)

Definicja 3.4 Rozwiązanie (3.4) równania hipergeometrycznego (3.3) nazywamy funkcją hipergeometryczną (lub szeregiem hi-
pergeometrycznym) i oznaczamy przez

2F1(a, b; c; t) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

tn.(3.6)

Stosując np. kryterium d’Alemberta dostajemy, że szereg hipergeometryczny jest zbieżny dla |t| < 1.
Zauważmy, że również drugie rozwiązanie da się wyrazić za pomocą funkcji hipergeometrycznej:

x2(t) = t1−c2F1(a+ 1− c, b+ 1− c; 2− c; t).

Również rozwiązania równania hipergeometrycznego (3.3) wokół innych punktów osobliwych dadzą się wyrazić za pomocą funk-
cji (3.6). W przypadku rozwiązań bez logarytmów mają one postać:
— w otoczeniu punktu t0 = 1:

y1(t) = 2F1(a, b; a+ b+ 1− c; 1− t), y2(t) = (1− t)c−a−b2F1(c− a, c− b; c+ 1− a− b; 1− t);(3.7)

— w otoczeniu t0 =∞:

z1(t) = t−a2F1(a, a− c+ 1; a− b+ 1;
1
t
), z2(t) = t−b2F1(b, b− c+ 1; b− a+ 1;

1
t
).(3.8)

Równanie hipergeometryczne jest szczególnym przykładem równań Fuchsa, czyli takich równań, dla których wszystkie punkty
(wraz z∞) są nieosobliwe lub regularne osobliwe.

Poznamy teraz ogólną postać równań Fuchsa o trzech punktach regularnych osobliwych
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Stwierdzenie 3.5 Niech równanie (3.1) będzie równaniem Fuchsa z dokładnie 3 punktami osobliwymi regularnymi: a, b, c. Niech
dalej odpowiadające im pierwiastki równania indeksowego będą odpowiednio: α, α′; β, β′; γ, γ′. Wówczas

p(t) =
1− α− α′

t− a
+
1− β − β′

t− b
+
1− γ − γ′

t− c
,(3.9)

q(t) =
(αα′(a− b)(a− c)

t− a
+
ββ′(b− c)(b− a)

t− b
+
γγ′(c− a)(c− b)

t− c

) 1
(t− a)(t− b)(t− c)

,(3.10)

oraz

(3.11) α+ α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1.

Dowód. Zauważmy, że p(t)musi być funkcją wymierną o biegunach jednokrotnych w punktach a, b, c i residuach w tych biegunach
równych odpowiednio 1− α− α′, 1− β − β′ i 1− γ − γ′. Zatem

p(t) =
1− α− α′

t− a
+
1− β − β′

t− b
+
1− γ − γ′

t− c
+ d,

gdzie d jest stała. Z drugiej strony, ponieważ∞ jest punktem nieosobliwym, to ze Stwierdzenia 3.2 funkcja t 7→ 2t− t2p(t) jest
analityczna w nieskończoności, czyli w szczególności

0 = lim
t→∞

2t− t2p(t)
t2

= d,

0 = lim
t→∞

2t− t2p(t)
t

= 2− 1 + α+ α− 1 + β + β′ − 1 + γ + γ′ − 1 = α+ α′ + β + β′ + γ + γ′ − 1.

Co dowodzi (3.9) i (3.11). W podobny sposób wykazujemy (3.10). 2

Ćwiczenia
1. Dla danych równań sprawdź, czy punkt t0 = ∞ jest punktem nieosobliwym, punktem osobliwym regularnym czy też

punktem osobliwym nieregularnym
a) t3(t− 1)ẍ+ (t− 1)ẋ+ 4tx = 0,
b) t2(t2 − 4)ẍ+ 2t3ẋ+ 3x = 0,
c) ẍ+ tx = 0.

2. Znajdź rozwiązania równań dla dużych t
a) t4ẍ+ t(1 + 2t2)ẋ+ 5x = 0,
b) 2t3ẍ− t(2− 5t)ẋ+ x = 0,
c) t(1− t)ẍ− 3ẋ+ 2x = 0,
d) t(1− t)ẍ+ (1− 4t)ẋ− 2x = 0,
e) t4ẍ+ 2t3ẋ+ 4x = 0.

3. Udowodnij, że równanie hipergeometryczne (3.3) może być zapisane w postaci

(3.12) t
(
(t
d

dt
) + a
)(
(t
d

dt
) + b
)
x = (t

d

dt
)
(
(t
d

dt
)− 1 + c

)
x.

4. Wykaż, że funkcje zdefiniowane przez (3.7) i (3.8) są rozwiązaniami równania hipergeometrycznego (3.3).

5. Wykaż, że
a) (d/dt)

(
2F1(a, b; c; t)

)
= (ab/c) · 2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; t),

b) (1 + t)n = 2F1(−n, b; b;−t),
c) arc tg t = t · 2F1(1, 12 ;

3
2 ;−t

2),
d) et = lim

a→∞ 2
F1(a, 1; 1; t/a).
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