3 Badanie punktéw w nieskonczonosci i rownanie hipergeometryczne

Ponizszy rozdziat zostal opracowany w wigkszoSci na podstawie ksigzki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9].

3.1 Rozwigzania dla duzych wartosci |¢|

Zajmiemy si¢ teraz badaniem rozwigzan réwnania

3.1) i+ p(t)i + q(t)z = 0.

przy [t| — co. W tym celu dokonajmy zamiany zmiennych. Niech s = 1. Wéwczas

de _ dxds dac( I)Z_Qda:

At dsdt  ds\ 2 s’
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Zatem rownanie 3.1 przyjmie postaé
d*z 1\ dx 1
47 3 _ 2 — _ —_ =
(3.2) S+ <23 s p(s>> = +q(s>x 0.

Definicja 3.1 Méwimy, ze ty = oo jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym nieregular-
nym) réwnania (3.1) jesli so = 0 jest punktem nieosobliwym (odpowiednio osobliwym regularnym, osobliwym nieregularnym)
réwnania (3.2).

Wprost z definicji i z postaci réwnania (3.2) dostajemy

Stwierdzenie 3.2 Punkt ty = oo jest punktem nieosobliwym réwnania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t — 2t — t?p(t) i
t — t*q(t) sq analityczne w nieskoriczonosci.

Punkt ty = oo jest punktem regularnym osobliwym réwnania (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje t — tp(t) i t2q(t) sq
analityczne w nieskoriczonosci.

3.2 Roéwnanie hipergeometryczne

Zapoznamy si¢ teraz z chyba najstynniejszym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym. Przedtem jednak wprowadZmy nowe ozna-
czenia skracajgce znacznie zapis.

Dla dowolnego a i n € Ny wprowadZmy funkcje silniowg (inaczej symbol Pocchammera lub silnie Pocchammera) oznaczang
przez (a)y, lub o™ i zdefiniowang wzorem

(a)o=a’=1dlaa#0, (a),=a=ala+1)(a+2) -(a+n—1) dlan>1.

W szczegblnosci dla a = 1 dostajemy (1),, = n!. Funkcje silniowg da si¢ réwniez wyrazi¢ za pomocg funkcji gamma Eulera

I‘(:c):/ t*le~tdt
0

wzorem
T'(a+n)

(a’)’ﬂ = a’E: F(CL)

Definicja 3.3 Rownaniem hipergeometrycznym (lub réwnaniem Gaussa) nazywamy réwnanie liniowe 2. rzedu postaci
(3.3) t(l—t)i+ (c— (a+b+1)t)d — abx = 0,

gdzie a, b1i c sa stalymi parametrami.



Zauwazmy, ze rownanie to ma 3 punkty osobliwe — wszystkie regularne: 0, 1 i co. Odpowiadajace im pierwiastki rownania
indeksowego to: 0, 1 — ¢; 0, ¢ — a — b; a, b. Zatem rozwigzan z logarytmami nalezy si¢ spodziewac:
przy t = 0O: jesli c jest catkowite,
przy t = 1: jeSli a + b — c jest catkowite,
przy t = oo: jesli a — b jest calkowite.
Znajdziemy teraz rozwigzania réwnania hipergeometrycznego (3.3) wokét punktu ¢y = 0. Bedziemy go szukaé w postaci

szeregu Frobeniusa Y d,,t"*!. Wstawiajac szereg do réwnania (3.3) dostajemy

n=0
Z(n +D(n+1+c—1Dd, "1 = Z(n +l+a—1)(n+14+b—1)d,_1t"""1 =0.
n=0 n=1

Wynikajg stad nastgpujace zaleznosci

dlan=0: l+c—1)=0

dlan>1: m+)n+l+c—1Dd,=(n+l4+a—-1)(n+1l+b—1)dy—1
Zatem pierwiastki réwnania indeksowego sg rowne [; = 0ily = 1—c. Aby unikna¢ rozwiazan typu logarytmicznego przypusémy,
7e c nie jest calkowite. Mamy wéwczas dlan > 1

(+a)l+a+1)-—-(I+a+n)(l+b)(I+b+1)---(I+b+n)

n = I+1)(1+2)--(l+n)l+c)(l+c+1)---(I+c+n—1)

do =

Przyjmujac dy = 1 dostajemy rozwiazania

o0 a)
3.4 SR dla [=1=0
Gd Z Bl A 1=t
(3.5) i atl- —ntiee dla =l =1-c
' 2—c)nn' T '

Definicja 3.4 Rozwigzanie (3.4) réwnania hipergeometrycznego (3.3) nazywamy funkcjq hipergeometryczng (lub szeregiem hi-
pergeometrycznym) i oznaczamy przez

(oo}

(3.6) i (a,byct) = Z‘(L e,

n=0
Stosujgc np. kryterium d’Alemberta dostajemy, ze szereg hipergeometryczny jest zbiezny dla [¢] < 1.
Zauwazmy, ze réwniez drugie rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ za pomocg funkcji hipergeometrycznej:

oo(t) =t F(a+1—c,b+1—¢2—c;t).

Roéwniez rozwiazania réwnania hipergeometrycznego (3.3) wokét innych punktéw osobliwych dadza si¢ wyrazi¢ za pomoca funk-
cji (3.6). W przypadku rozwigzan bez logarytméw majg one postac:
— w otoczeniu punktu ¢y = 1:

3.7) n(t) =2F1(a,bja+b+1—c¢1—1t), ya(t) = (1 =) %R (c—a,c—bie+1—a—by1—1t);

— w otoczeniu tg = oo:

1 1
(3.8) Zl(t):tiagFl(a,CL*Cﬂ“1;(1*b+1;¥), 20(t) =t P F(bb—c+1;b—a 1;;).
Réwnanie hipergeometryczne jest szczegélnym przyktadem réwnar Fuchsa, czyli takich réwnan, dla ktérych wszystkie punkty
(wraz z co) sg nieosobliwe lub regularne osobliwe.

Poznamy teraz ogdlng posta¢ réwnan Fuchsa o trzech punktach regularnych osobliwych



Stwierdzenie 3.5 Niech rownanie (3.1) bedzie rownaniem Fuchsa z doktadnie 3 punktami osobliwymi regularnymi: a, b, c. Niech
dalej odpowiadajqgce im pierwiastki réwnania indeksowego bedg odpowiednio: o, o; 8, B'; ~, 7. Wowczas

l—a—a 1-6-03 1—9—+

(39 P = oty T
_ qad(a—=b)la—c) B (b—c)b—a) Y (c—a)(c—Db) 1
(3.10) a(t) = ( t—a * t—b + t—c )(t—a)(t—b)(t—c)’
oraz
(3.11) a+d +p8+p0 +7+4 =1

Dowéd. Zauwazmy, ze p(t) musi byé funkcjg wymierng o biegunach jednokrotnych w punktach a, b, ¢ i residuach w tych biegunach
réwnych odpowiednio 1 —a — o/, 1 — 38— 3'i1 — v —v'. Zatem
l-a—-a 1-8-083 1—~—+
_l-a-a B—B T Ly

1) =
p(t) e e S :

gdzie d jest stala. Z drugiej strony, poniewaz oo jest punktem nieosobliwym, to ze Stwierdzenia 3.2 funkcja t — 2t — t2p(t) jest
analityczna w nieskoriczono$ci, czyli w szczegdlnosci

2% — 2
lim 2= P

. t—oo t2 - d,
20— tzp(t) / ’ ’ ’ ’
0 = thm —F=2-14a+a—-1+8+08 -1+v+y -1l=a+a' +8+8 +v++ — 1.
Co dowodzi (3.9) i (3.11). W podobny spos6b wykazujemy (3.10). a
Cwiczenia

1. Dla danych réwnan sprawdZ, czy punkt {5 = oo jest punktem nieosobliwym, punktem osobliwym regularnym czy tez
punktem osobliwym nieregularnym

At} (t —1)i+ (t — )& + 4tz = 0,
b) t2(t? — 4)i + 2t3% + 32 = 0,
) & +tx = 0.

2. ZnajdZ rozwigzania réwnan dla duzych ¢
a) t*i + t(1 + 2t%)i + 5z = 0,
b) 2635 — t(2 — 5t)i + 2 = 0,
¢)t(l —t)& — 3z + 2z =0,
d) (1 —t) + (1 —4¢)d — 22 =0,
e) tYi + 2t3% + 4z = 0.

3. Udowodnij, ze réwnanie hipergeometryczne (3.3) moze by¢ zapisane w postaci

(3.12) t((t%)—l—a)((t%)-ﬁ-b)x: (t%)((t%) —1+c¢)a.

4. Wykaz, ze funkcje zdefiniowane przez (3.7) i (3.8) sa rozwigzaniami réwnania hipergeometrycznego (3.3).

5. Wykaz, ze
a) (d/dt) (2 F1(a,b; c;1)) = (ab/e) -2 Fi(a+1,b+ 1;c+ 15t),
b) (1 + )" = 2y (—n, by b; —t),
c)arctgt =t-2Fy(1, 35 3; —t?),
d)et = alingo oF1(a,1;15t/a).
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