4 P-roéwnanie Riemanna i jego zwigzek z r0wnaniem hipergeometrycznym. Posta¢
calkowa Barnesa

Ponizszy rozdziat zostal opracowany na podstawie ksiazki E.T. Whittakera i G.N. Watsona [9], monografii E. Hille’a [3] oraz
pracy B. Ziemiana [11].

4.1 P-réwnanie Riemanna

Zaczniemy od nazwania réwnania, ktérego istnienie zostalo wykazane w Stwierdzeniu 3.5 i ktére ma postaé

R N Y
ad'(a—=b)la—c) pBB(B—c)(b—a) 7 (c—a)(c—Db) 1 B
+ (( t—a + t—b * t—c )(t—a)(t—b)(t—c))x_o

Definicja 4.1 Réwnanie (4.1) o trzech osobliwo$ciach regularnych a, b, ¢ i 0 odpowiadajgcych im pierwiastkach réwnania indek-
sowego «, a'; B, B8'; v, +' spelniajacych (3.11) nazywamy P-réwnaniem Riemanna. Fakt, ze x spetnia P-réwnanie Riemanna
bedziemy oznacza¢ poprzez

a b ¢
r=P¢ a [ v t
Oé/ /8/ ,_yl

OczywiScie réwnanie hipergeometryczne jest szczegélnym przypadkiem P-réwnania Riemanna, dla ktérego

0 1 00
4.2) z=DP 0 0 a t
l—-c c—a—-b b

Ale z drugiej strony zachodzi réwniez
Stwierdzenie 4.2 Kaide P-rownanie Riemanna da si¢ sprowadzi¢ do rownania hipergeometrycznego.

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze spetniona jest nast¢pujaca transformacja:

b ank ot — byl a b ¢ a b c
4.3) ( )(t )P a B v t S=P{ atk B+l y—k-1 t
t—c —c o B 4 o +k 41 A —k-1

Zauwazmy, ze P-rownanie Riemanna jest okre§lone jednoznacznie przez podanie trzech osobliwosci i ich wykladnikéw. Zatem

jesli « spetnia réwnanie (4.1), to 21 (t) = ((¢t —a)/(t — ¢)) g ((t—0)/(t— c))l:r(t) spelnia réwnanie P-Riemanna o tych samych

osobliwosciach i wyktadnikach o + k, o/ + k; 8 +1, 8 +1;v—k —l,+' — k — l. Oznacza to, ze zachodzi transformacja (4.3).
Podobnie wykazemy, ze zachodzi transformacja

a b ¢ air b1
4.4) P a g v t =P a [ v t ,
O/ ﬂ/ ,Y/ OC/ ﬁ/ ,Y/

gdzie t1, a1, by, ¢ sa przeksztalcane na t, a, b, ¢ za pomocy tej samej homografii (tzn. ¢t = (At; + B)/(Ct; + D) i podobnie
dla aq, by i ¢1). Oznacza to, ze réwnanie wzgledem ¢; jest rownaniem liniowym rzedu drugiego o osobliwosciach w punktach
otrzymanych tym samym przeksztalceniem homograficznym, przy wyktadnikach odpowiednio «, o’; 3, 5'; v, 4. A to oznacza,
ze zachodzi (4.4).

Korzystajac z powyzszych transformacji sprowadzimy teraz P-réwnanie Riemanna do réwnania hipergeometrycznego

a b ¢ PN a b c
Pl a B ~ ¢ :(t )(t )P 0 0 ~y+a+8 ¢t
o Fo e o —a f-F o tatp
0 1 00
t—a\o/t—b\B
_ (t a) (t )P 0 0 ~+a+f t b,
— ¢ — ¢ o —-—a -8 A+a+p
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. t—a)(b—c . . . . s . ‘ . . - .
gdziet; = % Oznacza to, poréwnujac z (4.2), ze P-réwnanie Riemanna moze by¢ wyrazone przez rozwigzanie réwnania

hipergeometrycznego o elementacha = a+ 8+ v, b=a+ 8+, c=1+a—dit;. a

4.2 Postaé calkowa Barnesa
Lemat 4.3 (Lemat Barnesa) Jesli jest spetniony warunek Re (—a), Re (=b) < ¢ — 1 < ¢ < 0, to funkcja

c+i00
b I'(s +a)'(s + b)
27 I(s+c¢)

c—100

4.5) [0 D(—s)(—t)* ds.

Jjest rozwiqzaniem rownania hipergeometrycznego.

Dowdd. Zapiszmy réwnanie hipergeometryczne w postaci

d d d.  d
Zauwazmy, ze operator t% posiada nastepujace wlasnosci:
d d
1. (t—=)t* = at® 2. (t=)(—t)* = a(-t)".
()" = att, ()" = (1)
Niech ~
1 c+100
t) = — —t)®
=5 [ a1
C—100
Aby f(t) spelniato (4.2) musi zachodzié
¢+ioo ¢+ioco
/ g(s)s(s —1+c)(—t)°ds = — / g(s)(s +a)(s + b)(—t)* T  ds.

Zauwazmy, ze jeli funkcja g(s) nie posiada biegunéw dlaRe s € [¢ — 1, ¢], to
&+ioco &—1+ico Etico
/ g(s)s(s =1+ c)(—t)’ds = / g(s+1)(s+1)(s+c)(=t)*ds = / g(s+1)(s+1)(s+c)(—t)* ds.
C—100 c—1—ioc0 E—ioo
Zatem dostajemy
c+ioo
/ (o5 +1)(s + 1)(s +¢) + (s a)s + D)g(s) ) (1) ds = .
Tak mozna zrobi¢ o ile

(4.6) lim  s%g(s)(—t)* = 0.

[Im s|— o0
Zatézmy na chwile, ze réwnosé (4.6) jest spelniona. Wéwczas dostajemy réwnanie réznicowe na g(s) postaci

(s+a)(s+Db)

“.7) 96+ 1) =~ o6

g9(s)-

To réwnanie réznicowe (4.7) mozemy rozwigza¢ w terminach funkcji gamma. Rozwigzaniem réwnania u(s + 1) = (s + d)u(s)
_ (sta)(s+b) —
= u =

jestu(s) = I'(s+d). Podobnie rozwigzaniem u(s+1) = =2 u(s) jestu(s) = %}:SH’) Ponadto réwnanie u(s+1)
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- 25:1) ma rozwigzanie postaci u(s) = I'(—s) (bo I'(—s) = (—s — 1)I'(—s — 1)). Wobec tego rozwigzaniem réwnania (4.7) jest

funkcja

I'(s +a)'(s + b)
I'(s+c)

Musmy teraz pokazaé, ze spelniony jest warunek (4.6). Po pierwsze zauwazmy, ze

9(s) = D(~s).

. D(s+d)
sll{rolo sT(s)

=1 oile |args| <.
Skorzystamy réwniez z faktu, ze

(—0)]* < [fResems, gdzie arg(—t) =0, [0] < 7
oraz z wynikajacego z wlasnosci funkcji gamma oszacowania

-7 2T

e—TI'lIIIl s| )

IT(s)T(=s)| <

ssinTs s

Ostatecznie dostajemy oszacowanie
48) [29(5)(—1)°| < M|s*FHO T ()T (=) - [(—)°] < N[e[Reo|s| Hetbmelol=mitms,
z ktérego wynika, ze

|s2g(s)(—t)*| =0 dla |Ims| — oo,

co oznacza, ze warunek (4.6) jest spetniony.
Zatem mozemy zapisac, ze

c+ioo
1 I'(s+ a)'(s+b) .
t) = — ————————T'(—s)(—t)* ds.
10=50 | “Torag  TCo0ds
Zauwazmy, ze funkcja podcalkowa ma bieguny jednokrotne dla s réwnych —a, —a — 1, ..., =b, —=b — 1, ..., 0, 1, .... Zal6zmy, ze
Re(—a), Re(—b) < ¢ — 1 < ¢ < 0 (jesli tak si¢ nie da zrobié, to mozna lokalnie zdeformowaé kontur catkowania — tak, aby
—a + 11 —b+ 1 znajdowaly si¢ na lewo od niego, zas 0 na prawo). O

Stwierdzenie 4.4 Przy powyzszych zatoZeniach na ¢ (lub ogolniej na kontur catkowania) zachodzi wzor

c+ioo
4.9) 2F1(a,b;c;t)_eri~r(1;)(;)(b)~/ F(SF(Z)i(;er)F(—s)(—t)sds dla |t <1,

dzigki ktéremu dostajemy przedtuzenie analityczne funkcji hipergeometrycznej o F'y na zbiér C \ [1, oc].

Dowéd. Niech 7y oznacza skierowany zgodnie z ruchem zegara kontur bedacy brzegiem prostokata o wierzchotkach w punktach
—cETioraz N + % + T'i. Zauwazmy, ze dla |t| < 1 na mocy oszacowania (4.8) dostajemy, ze

|s2g(s)(—t)*| =0 dla Res — ooc.

Korzystajac z tego faktu i z (4.6) dostajemy, ze

c+ioc0

) ) 1 I(s+a)'(s+b) s 1 I'(s+a)'(s+b) s
A}EnooTh_r)r;o% / wf(—s)(—t) ds = — / WF(—S)(—t) ds.

YT,N C—100

(4.10)
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Z drugiej strony, z twierdzenia o residuach dostajemy, ze

. 1 I'(s+a)l'(s+) s 1. al ['(s+a)l'(s+b) s\ —
lim — / WF(_S)(_U ds—nz:OReSs_n(wr(_s)(_t) ) =

XN: T(n+a)l(n + b) ()" Ros,,T(—5) = i T'(n+ a)T(n+b) e ()" _ i F(n+al(n+b),

I'(n+c) I'(n+c¢) n! I'(n+ c)n!

n=0 n=0 n=0

Zatem z (4.10)

c+1i00
1 (e I(s+a)l(s+) s > I'(c) . F'n+a)T'(n+d) , B o
oni r<a>r<b>c_£o oo OB L TG T T gm ¢ 2@k,
co koriczy dow6d. a

Podobnie, catkujac w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara wzdluz brzegu prostokata o wierzchotkach w punk-
tach —¢ + T'i oraz —N — § & T dostajemy

Stwierdzenie 4.5 Dla |t| > 1 zachodzi wzor

[(a)I'(b)

I'(a)T'(a —b)
(e

I'(a—c)

') —a)

F, coe ) —
2 l(aaba C t) F(b — C)

(—t)" %3 Fy(a,a—c+1;a—b+1;¢ 1)+ (=t) P9 Fy (b, b—c+1;b—a+1;t7h).

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 4.5 pokazuje nam jaki jest zwiazek pomiedzy rozwigzaniami réwnania hipegeometrycznego wo-
kot zera 1 (t) 1 wokot nieskoficzonosci: 21 (t) i z2(t).
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